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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящее учебное пособие написано в соответствии с програм- 
мой курса «Методы вычислений», читаемого авторами на протяжении 
нескольких последних лет в Киевском государственном университете 
на факультете кибернетики. Пособие содержит также ряд вопросов, 
которые не входят в программу и могут быть использованы в специаль- 
ных курсах. | 

Пособие состоит из двух частей и приложения. Первая часть по- 
священа аппроксимации линейных операторов. В ней приводятся наи- 
более распространенные постановки задач аппроксимации линейных 
операторов, доказательства ряда теорем о наилучших приближениях 
в нормированных пространствах. В изложении теории интерполиро- 
вания вместо традиционной диаграммы Фрезера приведен чисто анали- 
тический способ получения интерполяционных формул. В главе, по- 
священной среднеквадратическим и равномерным приближениям, ис- 
пользуется «геометрический» язык гильбертовых пространств, позво- 
ляющий более тесно связать равномерные приближения с общей тео- 
рией приближения функций в нормированных пространствах. При 
выводе и исследовании квадратурных формул, в том числе и формулы 
Эйлера, используется подход, основанный только на теории интерпо- 
лирования, что позволило логически объединить все приводимые в 
книге квадратурные формулы. 

Вторая часть учебного пособия посвящена приближенным методам 
решения операторных уравнений. Основное внимание при этом уде- 
ляется изложению приближенных методов решения задач математичес- 
кой физики. Центральное место здесь отводится различным способам 
построения и исследования устойчивости разностных схем. В основу 
изложения положены работы А. А. Самарского и его учеников. 

Большое внимание уделено примерам построения конкретных раз- 
ностных схем. Частично затронуты вопросы построения разностных 
схем для бесконечных областей, основанные на использовании регу- 
ляризирующих операторов. 

Авторы сочли целесообразным остановиться более подробно на од- 
ном Из прямых методов решения конечно-разностных уравнений, раз- 
работанном в Киевском университете и получившем название метода 
суммарных представлений. Как и в любом прямом методе, его 
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применение связано с построением явных формул, по которым находит- 
ся решение разностной задачи. Вид разностного уравнения играет суще- 
ственную роль при построении таких формул. Идея метода суммарных 
представлений излагается на примере краевых задач, связанных с диф- 
ференциальными уравнениями эллиптического типа в канонических 
областях. 

В этой же части рассматриваются различные итерационные методы 
решения сеточных уравнений. Поскольку в большинстве итерацион- 
ных методов конкретная структура полученной системы не использует- 
ся, то теорию исследования сходимости этих методов можно строить 
с единой точки зрения. Идеи функционального анализа позволяют 
перенести основные результаты на операторные уравнения более об- 
щего вида и существенно упростить общий подход при доказательстве 
их сходимости. Основное внимание при этом уделено одношаговым и 
двухшаговым методам решения линейных операторных уравнений. 

Среди итерационных методов решения нелинейных уравнений из- 
лагаются основные идеи метода последовательных приближений, ме- 
тода Ньютона, продолжения решения по параметру и метода спуска. 
Определенное внимание уделено построению одношаговых и многоша- 
говых методов решения задачи Коши для обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений и проекционным методам решения операторных 
уравнений. 

Как справочный материал в приложении приводятся некоторые све- 
дения из функционального анализа, теории специальных функций, 
дискретного анализа, необходимые при изучении вопросов, изложен- 
ных в настоящем пособии. 

Авторы выражают благодарность доктору физ.-мат. наук проф. 
A. H. Костовскому, доктору техн. наук проф. Я. М. Григоренко за 
полезные советы и замечания, способствовавшие улучшению рукописи. 

Отзывы и пожелания просим направлять по адресу: 252054, Киев, 
54, ул. Гоголевская, 7, Головное издательство издательского объеди- 
нения «Вища школа».



Часть 1 

АППРОКСИМАЦИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ 

ОПЕРАТОРОВ 
Глава 1 

ОБЩИЕ ВОПРОСЫ 

АППРОКСИМАЦИИ   ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

$ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 

АППРОКСИМАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ - 

Многие задачи вычислительной математики можно интерпретиро- 
вать следующим образом. Пусть В — банахово пространство, У — 
линейное нормированное пространство над полем вещественных чисел 
Ю. и пусть заданы линейные операторы Ё : В — Уи[, : В У, при- 
чем такие, что УЕ В можно достаточно просто находить Р,) ({), п = 
= 0, 1, .... 

Общая задача аппроксимации оператора РЁ состоит в нахождении 
такой последовательности операторов Р„, что Ve > 0 существует та- 
кой номер п, для которого выполняется неравенство 

IFN—F, OI <e, Vi CB. 

Оператором Ё„ и заменяется приближенно оператор Р. 
Аналогично ставится аппроксимационная задача, когда оператор 

Е не заменяется, а приближение достигается за счет замены ] элемен- 
том более «простого» множества М, являющегося подмножеством В, 
т.е. Мс В. 

Частными случаями задачи аппроксимации линейных операторов 
являются: интерполирование; приближение функций; численное ин- 
тегрирование; численное дифференцирование. 

Конкретизируем общую задачу аппроксимации линейных опера- 
торов применительно к каждому из перечисленных выше случаев. 

ЗАДАЧА ТЕОРИЙ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЯ 

Пусть В = С ($5) — система непрерывных действительных функций, 
заданных на компакте $, с обычным определением сложения функций 
и умножения их на действительные числа, с чебышевской нормой |} | = 
= max |1 (*)|. Пусть жЕэ, #=0, 1, 2, ..., п — различные точки 
- же 
(узлы), в которых известны значения функции [ (х). Положим Е (Г) = 
= f (x) и введем следующие определения: 

Определение |. Рассмотрим конечную или счетную совокуп- 
ность линейно независимых достаточно простых функций {ф, (х)} Е В. 
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Возьмем первые (п -{- 1) элементов из {q; (x)}. Всевозможные 
линейные комбинации 

п 

p(x) = > 49; (x) (1) 
i=0 

с действительными коэффициентами а; назовем обобщенными многочле- 
нами по системе ф; (х), i = 0, 1, ..., п. 

Обобщенные многочлены вида (1) образуют линейное подмножество 
М, < В. Поставим задачу приближения функционала F (f) =] (х) 
в фиксированной точке х = х; обобщенными многочленами следующим 
образом: найти обобщенный многочлен ф (х) Е М,„, такой, что 

f (x;) = 9 (x), i=Q, I, coe, Fe (2) 

Если такой обобщенный многочлен можно построить, TO полагаем 
F,, (f) = @ (x), f (x) = @ (x), a @ (x) называем обобщенным интерпо- 
ляционным многочленом для функции | (х). 

Для того чтобы поставленная задача решалась однозначно, необ- 
ходимо наложить на систему функций {ф, (х)} дополнительные огра- 
ничения. nig 

Определение 2. Назовем систему функций ф; (х) (1 =0, 1, ... 
..., П) системой Чебышева на комнакте 5, если любой обобщенный MHO- 
гочлен по этой системе, у которого хотя бы один коэффициент отличен 
от нуля, имеет на э ‘не более п нулей. Подпространство М, в этом 
случае называют подпространством, удовлетворяющим условию Хаара. 
Очевидно, требование линейной независимости системы {ф, (х)} яв- 
ляется необходимым для того, чтобы эта система функций была систе- 
мой Чебышева. 

Теорема 1. Для того чтобы У 7 (*) ЕС ($) и любого набора п - 1 
различных точек хе 5 (= 0, 1, ..., п) существовал обобщенный ин- 
терполяционный многочлен ф (), необходимо и достаточно, чтобы си- 
стема функций {ф; (х)} являлась системой Чебышева на $. При этом 
обобщенный интерполяционный многочлен, будет единственным. 

Доказательство. Для справедливости первого утвержде- 
ния теоремы необходимо и достаточно, чтобы система линейных алгеб- 
раических уравнений 

Ха =f (xi), t=0, 1,..., 2 (3) 

имела решения относительно а, (р = 0, I, ..., 2) при любом выборе 
попарно различных узлов х, Е5 (1 =0, 1, ..., п) и любом выборе 
чисел ] (х;), Е =0, 1, ..., п. Это мн тогда и только тогда, когда 
определитель системы 

Ф = | x; pao 0 

при любом выборе попарно различных точек х,©5. Покажем, что 
необходимым и достаточным условием для этого является условие, 
что система функций {Ф, (х)} — система Чебышева на 5. Действитель- 
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но, если определитель Ф = 0, то существуют постоянные b, (p = 0, 
|, .... п) такие, что 

У 6,9, (#) =0, i=0,1,..., 0 
p=0 

(ввиду линейной зависимости столбцов Ф), т. е. обобщенный много- 

член ф (х) = > В.Р (х) имеет на э п -- 1 корень, что противоречит 

определению системы Чебышева. Обратно, если {Pp (х)} не образует 
систему Чебышева, то существует нетривиальный обобщенный мно- 

гочлен ф (х) = У СоФр (х) такой, что он обращается в нуль не менее 
p=0 

чем в п -- 1 различной точке, принадлежащей [а, 5]. Отсюда следует 
линейная зависимость столбцов определителя Ф, когда последова- 
тельностью точек х; является п -- | различный нуль обобщенного мно- 
гочлена 

Фф (х) — >, С Фр (x). 

| Поскольку определитель системы линейных алгебраических урав- 
нений (3) отличен от нуля, то эта система имеет единственное решение. 
Теорема доказана полностью. 

Если построить обобщенный интерполяционный многочлен вида 
(1) для функции [ (х) по системе Чебышева, то его можно представить 
в следующем виде: 

9 (x) = х #6) Ф, (9), Ч) 
i=0 

где Ф, (х) — фундаментальные обобщенные многочлены, построенные 
по чебышевской системе функций Ф; (х), со свойствами: 

Ф; (x;) — б;, р, ] == 0, 1, ...,) П, (5) 

где 6; — символ Кронекера. 
Запись явного выражения обобщенного многочлена Ф, (х) через 

функции Ф,(х), очевидно, не представляет труда и мы оставляем 
ее в качестве упражнения для читателя. 

Величину 

R (x) = 7 (4) — @ () (6) 
будем называть остаточным членом интерполяционной формилы. 

ЗАДАЧА ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 

На практике часто бывает необходимо многократно вычислять зна- 
чение некоторой функции [ (х), например значения элементарных 
функций е*, In x, sin x, cos x H Apyrux (особенно это касается работы 
на ЭВМ). Запоминать и хранить таблицы таких функций, которые 
должны быть достаточно большими, а затем тратить время на поиск 
нужного значения в таблице нецелесообразно. Поэтому часто для 
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нахождения значения функции `] (х) с точностью = ее заменяют другой, 
легко вычисляемой функцией ф (х) (например, многочленом), значе- 
ния которой на всем рассматриваемом отрезке [а, 6] изменения х от- 
личаются от значения ] (х) не больше чем на &, и затем вычисляют 
ф (х) в нужной точке. 

Приведем общую постановку описанной выше ситуации. 
Пусть В — линейное нормированное пространство и [Е В — эле- 

мент, который требуется приблизить. Возьмем в В п -|- 1 линейно-не- 
зависимых элементов ф; (7 = 0, 1, ..., п) и образуем (п - 1)}-мерное 
линейное подпространство М, всевозможных линейных комбинаций 

п 

Ф = У С. (7) 
i= 

с действительными коэффициентами С;, i = 0, 1, ..., п. 
Рассмотрим числовое множество 

A (f, ®) =|f7—®], (8) 
где / — фиксированный, а Ф — произвольный элементы из В и М, co- 
ответственно. Это числовое множество ограничено снизу и, следова- 
тельно, существует такое число ДА (Г), что 

A(f) = ink AG, ®). = (9 
Таким образом, приходим к задаче: найти элемент ©, € M,, для ко- 
торого 

Ар =! — Фо | (10) 
Определение З. Элемент ФЕ М,‚,, для которого выпол- 

няется равенство (10), называется элементом наилучшего приближения 
для [в М, или проекцией [ на М». 

Теорема 2. УЕ В в М), существует элемент наилучшего прибли- 
жения. Причем множество всех элементов наилучшего приближения 
выпукло. 
Доказательство. Функция 

(Co Са, ..., С,) = А Ф) = |—Ф] =|1Ы—ФУ 69: 
i=0 

    

в силу непрерывности нормы является непрерывной функцией своих 
аргументов С;, # = 0, 1, ..., п. Для |Ф|] > 21| имеем 

— Фр А (, 
поэтому целесообразно рассматривать лишь элементы замкнутого ша- 
ра |Ф| < 27|. На этом шаре непрерывная функция ф согласно теореме 
Вейерштрасса достигает своего минимального значения. Следователь- 
но, существует, по крайней мере, один элемент Ф,, для которого вы- 
полнено (10). Если 

Фу = У, СФ» Фи = У, СФ: 

п 

i=0 i=0



— два элемента наилучшего приближения, то |1 — Ф.|[ =| [—Ф, |= 

— А (р. В случае если А (/). =0, имеем { = Ф, = Ф,. 
Рассмотрим случай А (Г) >> 0. Пусть т — точка отрезка, соединяю- 

щего Ф, с ®,: 

m = a®, + b®,, ajo b>0, a+b=1. 

Тогда 

A(f) <|f—m| =]a(f—®,) + 6(f-—®,) | <a] f—®,| + 

+ b|f—®,| = A (A, 
следовательно, | — т| = A (f), T. e. т является элементом наилуч- 
шего приближения и множество всех элементов наилучшего прибли- 
жения — выпукло. 

В описанном выше способе приближения Е (Г) =[и Е, ({ =Ф.. 
Часто на практике в качестве В рассматривают множество С ($) 

непрерывных на компакте $ функций, а в качестве М, — некоторое 
множество обобщенных многочленов вида (7). 

Лемма 1. Пусть $; — подмножество точек $, в которых 

17%) — Ф, (*) |= А, Фу. 
Для того чтобы обобщенный многочлен Ф, (х) являлся многочленом 
нанлучшего приближения к [| (х) ЕС ($), необходимо и достаточно, 
чтобы УФ (х) вида (7) Эх 6$, такой, что 

D (x) [f (4) —D, (x)] <0. 
Доказательство. Для доказательства достаточности возь- 

мем произвольный обобщенный многочлен Ф, (x) ~& D, (x) Buna (7). 

Тогда по условию леммы найдется, по крайней мере, одна точка хЕ 
Е э:, для которой будет иметь место неравенство 

[Ф, () — Ф, (&® ИР) — Ф, (1 < 0. 
Отсюда следует, что 

| F (x) — Dy (x) | = | f (%) — By (x) + Dy (x) —®, (x) | = 
= A (f, DB) +] ®, (x) —®, (x) |>AGF,®,), VO EM, 

а значит Ф, (х) — многочлен наилучшего приближения. 
Доказательство необходимости будем проводить от противного. 

Пусть ЭФ, (х) 6 М, такой, что 

D, (x) [f (x) —D (xX) >0, — УхЕЗ,. 
Поскольку 9. является подмножеством компакта $, то любая бесконеч- 
ная последовательность точек из $, — сходящаяся и предельная точка 
ее в силу определения $, принадлежит 9.:. Следовательно, 5, — замк- 
нуто и существует 

ши Ф, (4) / (9 —®, (x)] =т>0.



Разобьем $ на Ba noymuoxectsa St un S™ = S \ Straxue, что 

DQ, (IF M—-OWMI> ze, Wrest. (il) 

Ouesuguo ST —>5, и является открытым множеством в то время, как 

5 =5. 
Введем обозначения 

M = max|®,(x)|, w= A(f, ©) — max |f (x) —®, (x) |. (12) 
xES x€S— 

Легко видеть, что p> 0, ибо 5 5$,. Рассмотрим обобщенный 
многочлен 

Dy (x) = Dy (x) + AQ, (x), (13) 
где A — пока произвольный положительный параметр, и оценим ве- 
личину А (7, Ф.). Будем иметь 

| F(x) — D, (x) | = | fF (%) — Dy (X) — AQ, (x) ] ЕР —Ф [+ 

AID, (x)| <A(f,D)—p+AM,  WxESm (14) 
{здесь мы воспользовались соотношениями (12)); 

| F (x) ~- De (x) P = Ef (%) —®, (#)P? + VDI (x) — 240, (x) [f (X) 
— D, (x)] < A? (f, ®,) + VM2—Am, = WxeSt (15) 

(здесь мы воспользовались соотношениями (11) и (12)). 
Положим теперь 

_ us и т 
А, = min he ‚ эм | 

При таком выборе А, из неравенств (14) и (15) заключаем, что 

|1(®) —Ф, (<) |<АФФ), WES 
и, следовательно, Ф, (х) не является многочленом наилучшего при- 
ближения. Полученное противоречие завершает доказательство леммы. 

Лемма 2. Пусть | (х) ЕС (5), Ф (х) — обобщенчый многочлен по- 
строенный по системе Чебышева {ф;}, вида (7). Если уравнение 

|1 (*) —Ф | =А С, 9) (16) 
имеет в э меньше п -- 1 различных корней, то Ф (х) не является мно- 
гочленом наилучшего приближения для | (х). 
"Доказательство. Пусть х; Е $ (# = 0, 1,..., т, т< п) — 

различные корни уравнения (16). Возьмем любые отличающиеся друг 
от друга точки хи-ь 65 (Е =1,2,.... п — т), которые не совпадают 
с корнями уравнения (16). Построим обобщенный многочлен Ф, (х) 
таким образом, чтобы он удовлетворял условиям 

Ф, (х;) = 1 (х) —Ф (х), = 0, I, ooo, П. 

Такой обобщенный многочлен Ф, (х) существует, так как {Ф; {х)} 
образует систему Чебышева на компакте $. Тогда будем иметь 

D, (x) [f (x) —® (x) = 1х) —Ф («> 0, .Wi=0, 1, ..., m 
10



и в силу леммы 1 Ф (х) не является многочленом наилучшего прибли- 
жения. Противоречие доказывает лемму. | 

Ответ на вопрос, каковы должны быть условия, обеспечивающие 
единственность обобщенного многочлена наилучшего приближения, 
дает теорема Хаара: 

Теорема 3. Для того чтобы УТ (х) Е С ($) существовал единствен- 
ный обобщенный многочлен наилучшего приближения, необходимо и 00- 
статочно, чтобы система {; (х)} была системой Чебышева на 5. 

Доказательство. Необходимость. Будем проводить дока- 
зательство от противного. Предположим, что в э имеются п -|- 1 раз- 
личные точки х; (7 = 0, |,..., п) такие, что 

| бе) ая = (17) 
Отсюда следует, что 

> CiPe &) = 9, Vk=0, 1, ..., M, 
i=0 

где СЕК, и У С7}> 0, и что 
1—0 

х С.Ф (х,) =0, WO R)EM, = (18) 

Кроме того, из сделанного предположения (17) следует существование 
такого нетривиального обобщенного многочлена Ф, (х), что Ф, (х;) = 0, 
= 0, 1, ..., п. Найдем число A, удовлетворяющее условию, 

max | AD, (x)| <1, 
x€S 

и любую функцию & (х) 6$, для которой 

|2 (*)|<1, УхЕ5З, в(х) = чп С, если С; 50, (19) 
t=0Q, 1, ..., A. 

Функция | | 

f (x) = g (x) [1 —|A®, (x) |], 
очевидно, также будет обладать свойствами (19). Докажем, что для 
| (х) имеется бесконечно много обобщенных многочленов наилучшего 
приближения. Действительно, 

max| f(x) —® (x)|=AG,®) >], УФЕМ,, 

ибо в противном случае на основании равенств = 

f (x,) = sign C,, C; #0, i= 0, 1, coe, 

должно быть справедливо соотношение 

sign D (x;) = sign f (x;) = sign C,, УС, =2=0, 

что невозможно из-за (18).



С другой стороны, для любого = такого, что |=8| < 1, будем иметь 

| F (x) — e4@y (x) | <] f (x) | + | eA, (x) | = 1 g (x) [1 —] A®, (x) |] + 
+ | EADg (x) | < 1 —[ AD, (x) | + [ eA, (x)] = 1— (1 — Je 2D, (| <1, 
так что EAD, (x) Ve (|e| << 1) — многочлен наилучшего приближения 
для | (х). Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть в противоположность утверждению Функ- 
ция | (х) имеет два различных обобщенных многочлена наилучшего 
приближения Ф», (x), WD, (x). 

Так как 

> ) +B) 1) |< 1% WM—F W441 HF Hl, 

  

To MD, (x) = = [D, (x) + D, (x)] TakxKe будет многочленом наилучшего 

приближения. 
В силу леммы 2, уравнение 

| f (x) — ®, (x) | = A (A) 
имеет, по крайней мере, п -- | различных нулей х; 65, # = 0, 1, ... 
..., 1. Но для того чтобы имело место соотношение 

[1 (<) — Ф, (*) |= АС, М1 =0, 1,..., п, 

необходимо выполнение равенства 

f (x:) — Dy (x;) = f (X;) — Dy (x;) = + A (f), Vi=0, I, ...) П, 

из которого вытекает, что нетривиальный обобщенный многочлен 

Ф, (х) — Ф, (х) имеет п -- 1 различный нуль, что невозможно. Доста- 
точность доказана. 

Пусть В = Н — гильбертово пространство, М, < Н и имеет тот 
же смысл, что и раньше, тогда будет справедлива такая теорема: 

Теорема 4. УРЕН в М, существует элемент наилучшего прибли- 
жения и притом единственный. 

Доказательство. Существование элемента наилучшего 
приближения Ф следует из теоремы 2. Докажем его единственность. 
Для этого сначала покажем, что будет иметь место соотношение 

(f —®,, D) = 0, VOEM,. 

Допустим противное, т. е. предположим, что ЗФ, Е М,, для которого 
Г— Ф, Ф,) =“==0, причем можно считать, не уменьшая общно- 
сти, что |Ф, |= 1. Рассмотрим элемент Ф, = Ф, - аФ, и оценим 
норму: | 

| — ,|P = (f—®,, f—®,) = (fF —D, f—D.) —@ (®,, f —®D) — 

—a(f—D,, D,) + a%(@,, O,) = |f7—®D,P—la/. 

Отсюда следует, что 

и—Ф,|<И— Фр 
что невозможно, так как Ф, — элемент наилучшего приближения. 
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Предположим теперь, что существует второй элемент наилучшего 

приближения Ф, == Ф,. Тогда в силу предыдущего 

(—Ф, Ф=(—Ф, Ф=0, —УФЕМ, 
и, В частности, 

(— D,, O, — Pp) = (f — Dp, Ф, —Ф.) = 0. 

Но 

|O,— 0,7 = (®,—%,, © — 4) = (©, -—) + (— 4%), & — G,) = 
— (Do — Г, @, — ®,) + (eo ©, — ®,) = 0, 

“Aa 

а это означает, что Ф, = Ф,. Приходим к противоречию. Этим завер- 
шается доказательство теоремы. 

ЗАДАЧА ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Пусть В — пространство непрерывных и интегрируемых на от- 
резке [а, 6] с весом р (х) > 0 функций, а оператор Р : В -+ Ю, является 
следующим функционалом: 

b 

F (f) = | F(#)p (x) de. (20) 

Задача численного интегрирования состоит в построении прибли- 
женных формул вида 

b n 

рр = (Горах, = СРК), (21) 
a = 

т.е. в нахождении функционалов Р, (Г). 

Здесь х® (Ё = 1,2, ..., п) называют узлами или абсциссами квад- 

ратурной формулы, а числа С — коэффициентами или весами квад- 

ратурной формулы. Требуется, чтобы Узлы х? и коэффициенты С 
не зависели от выбора функции ] (х) из рассматриваемого класса 
функций. 

Величину 

к, = [арфа — У СРР) _ 
будем называть остаточным членом квадратурной формулы. 

Возможны различные подходы к построению квадратурных фор- 
мул вида (21). | 

а) Квадратурные формулы с наилучшей оценкой на классе функ- 
ций, Пусть | 

R, = sup R,, (f), (23) 
ГЕВ 

требуется определить узлы и веса квадратурной формулы (21) (с час- 
тичными ограничениями на них или без ограничений), чтобы величина 
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Ю„ была наименьшей. Такие квадратурные формулы называют фор- 
мулами с наилучшей оценкой на классе функций В. 

6) Квадратурные формулы наилучшей степени точности. Квадра- 
турные формулы вида `(21), точные для обобщенных многочленов мак- 
симально высокой степени, построенных по функциям ф, (х) (1 = 0, 

..), образующим систему Чебышева на [а, 6], будем называть квад- 
ратурными формулами наилучшей степени точности относительно си- 
стемы {ф; (х)}. Максимальный порядок т обобщенного многочлена, 
для которого квадратурная формула точна, называют степенью точ- 
ности квадратурной формулы относительно системы {ф, (х)}. При 
этом либо веса, либо узлы квадратурной формулы (21) могут заранее 
фиксироваться. 

в) Интерполяционные квадратурные формулы. Представим функ- 
цию [ (х) СВ в виде 

f(x) = 9 (*) + R(X), (24) 
где ф (х) — обобщенный интерполяционный многочлен (4), а В (х) — 
остаточный член интерполяционной формулы. Тогда 

b b b , 

| 0) F(x) de = (p(x) p(x) de + | р R(X)de = 

= CLF) + RP, (25) 
Е=0 

где , 

Cy = | p (x) ®, (x) dx, k=0, 1,..., 2 

ь (28) 
Ri) = [ p@)R(x) de 

Числа С? не зависят от функции | (х) и их можно раз и навсегда вы- 
числить. Квадратурные формулы, веса которых находятся по форму- 
лам (26), называют квадратурными формулами интерполяционноео 
типа. 

Отметим, что интерполяционная квадратурная формула cn+t+l 
узлом имеет степень точности не меньше п относительно системы функ- 
ций Ф, (х) (Г = 0, 1,..., п), ибо для любой линейной комбинации 

tba (4) = ¥ 4,9; (X) 
i=0 

будет иметь место соотношение Л (ф,) = 0. 

ЗАДАЧА ЧИСЛЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

Пусть В — система действительных функций, определенных и диф- 
ференцируемых на отрезке la, Ь]. Для любого фиксированного x E 

Е [а, 6] положим РЁ (f) = 218 и будем искать приближение к РЕ (7) 
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с помощью замены функции { более простой функцией, например ин- 
терполяционным многочленом. Задача численного дифференцирования 
состоит в отыскании формул вида 

F (fy) = & ¥ Cf (x). (27) 
i=0 

  

      

Величину 

R(x) = —У Cf (x;) (28) 
t=0 

называют погрешностью р численного дифферениирования. Оты- 
скание коэффициентов С; и узлов х; формулы численного дифференци- 
рования (27) так же, как и в случае численного интегрирования, может 
проводиться с помощью тех же подходов. 

Пусть необходимо приближенно найти |”(х;) по формуле (27) с ус- 

ловиями: а = 0, в =], х, = и формула (27) должна иметь наи- 
1 

n+1’ 

высшую точность относительно тригонометрической системы Чебышева 
sin mx, зш 2лх, .... Можно ow что {-я компонента вектора 

f= PAPf, rie P = и nod Е ет (= А= [-— лит, 

будет давать искомую формулу. 
Действительно, для произвольной линейной комбинации 

ра (х) = У a, sin Rx 
k=1 

ввиду соотношения ортогональности 

. 1 
у Ш Алх; Я six; = у sin ———— "т sin г = 6, И" 

| 

будем иметь 

n= PAPf, = fins 
где 

” п 

[1 = (— У a, kn? sin eax) , 
2—1. i=] 

т. е. след на сетку функции hn (х) совпадает с вектором PAP f, = fo. 
Задача численного дифференцирования по сравнению с задачами 

теории интерполирования и численного интегрирования имеет суще- 
ственно отличительную черту. Задача дифференцирования является 
некорректной в С [а, 6], т.е. сколь угодно близкие функции могут 
иметь сколь угодно удаленные производные в смысле расстояния про- 
странства С [а, 65]. Этим обстоятельством объясняется малая точность 
формул численного дифференцирования, особенно если учесть, что 
значения функций, участвующие в формулах, как правило, несут по- 
грешность. - 
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_$ 2. ЕДИНЫЙ СПОСОБ ПОСТРОЕНИЯ ФОРМУЛ 
ИНТЕРПОЛЯЦ ИОННОГО ТИПА 

ДЛЯ ПРИБЛИЖЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ 

Рассмотрим сначала случай, когда В — пространство непрерывных 
действительных функций, заданных на отрезке [а, 6], а узлы x, (i = 0, 
1,..., п) различны и заранее фиксированы (фиксированные узлы). 

Для приближения функционала ЁР будем искать формулу интерпо- 
ляционного типа 

п 
) ЕЕ, (0 = УСН), FEB, (1) 

1—0 

приближающую линейный функционал F. Поскольку (1) является 
формулой интерполяционного типа, она должна быть точной для обоб- 
щенного интерполяционного многочлена ф (х) (4), $ 1, построенного 
по чебышевской системе функций @, (x) (i = 0, 1, 2, ..., n) Ha [а, 6]. 
Отсюда следует, что веса Cy” должны определяться формулами 

С? = Е(Ф), i=0, 1, ..., 4, (2) 
где Ф; (х) (1 = 0, 1,..., п) — обобщенные фундаментальные многочле- 
ны (см. $ 1). Здесь при выводе (1) применен так называемый метод 
аналитической замены. 

Согласно другому способу получения формул вида (1), требуют, 
чтобы формула (1) была точной для любой функции из чебышевской 

системы ф, (х) (# = 0, 1, ..., п), т. е. веса С® находятся из системы 
уравнений 

С° 5 — F(e) =УС p; (%;), 1= 0, 1,..., п. (3) 
| i=0 

Но так как обобщенный интерполяционный многочлем п-й степени 
для любой функции Ф, (х) совпадает с самой этой функцией, то легко 
видеть, что описанные выше два способа получения формулы (1) эк- 
вивалентны. 

В некоторых случаях, когда матрица 

T (Gos Pry +++ > Фи) = (9; (4) N= (4) 
системы (3) легко обратима и часто используется, она может быть раз 

и навсегда обращена. Тогда, если вектор 11") = (п;);о обобщенных мо- 
ментов функционала ЕЁ известен, где 

yp, = F(g,), j=0, 1, ..., 4, (5) 

то вектор весов С“ = (С®)о находится из формулы 

C =T" (yy Py oe +s Pn) WO”. (6) 
Приведем несколько примеров. 

Пример 1. Пусть ф; (х) = Р; (х), где Р) (х) — ортогональные многочлены, 

соответствующие распределению 4% (х), а х;1 1, „1 (i = 0, 1,..., п) — нули много- 

члена Р‚.; (х). Тогда справедлива следующая лемма: 
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Лемма 1. Если ф; (х) = Р; (х), м = Xtal (i, j= 0, 1, ss, n), mo umeem mectno 
соотношение 

T (Pos +++» Pra) AnsiT* (Po, --+ » Pa) =D, 

где A, 11 =[h,, qe 1, р [4 о— диагональные матрицы; \, „|| — числа Кристоф- 
b ] 

феля в форме механических Keadpamyp Taycca-Axo6u, dj= Ps (x) da (x) |? — 
a 

норма nonunoma P; (x). 
Доказательство. Обозначим А = Т (Ре, ..., Ри) Ли 1Т* (Ро, -.., Ри). 

Тогда элементы а; чаучы Матрицы А будут выражаться формулой 

п 

Gai j= > Авт, п--1РУ (58) РЕ (ж),  &]1=0,1,..., п. 

Так как Р; (х) Р; (х) — многочлен степени не выше 2, то исходя из формулы меха- 
нической квадратуры (см. $2, гл. 4) имеем 

@;--1, 7-1 = х А, п--1РУ (ХВ) РЕ (+) = | Pj (x) Pi (x) da (x) = 6;,d?, 
= : | 

что и требовалось доказать. 
Исходя из этой леммы нетрудно получить 

T—" (Poy «++ » Pr) = Agi T* (Po, »++ 5 Pa) DO. (7) 

Заметим, что из леммы следует ортогональность строк матрицы Т' (Рь, ..., Ри) с ве- 
сами Ап 41° У таких матриц столбцы также ортогональны по отношению к надлежа- 

щим весам, что следует из приводимой ниже леммы. 
Лемма 2. Пусть у, (т, $ = 0,..., т — 1) ортогональны в том смысле, что 

т—1 

У гу У: = 0,0 (s, #=0,..., m—]), (8) 
r=0 

где а’, р; — вещественны и положительны. Тогда 

m—l 
р б t 

ya = (s, $= 0, ..., Т—]). (8’) 
Pr as 

r=0 

Доказательство. Из соотношений ортогональности (8) заключаем, что т 
векторов У; = (Yoo: «++» Ym—j,5) (S = 0, 1,..., т — 1) линейно-независимы. Таким об- 

разом, произвольный вектор (щ, ..., ии_1) можно выразить в виде 

т 
Эру DY n 

n= Ys a (n= 0, 1, .... Т— 1), 

==0 

re Pp — нормирующие множители; э› — коэффициенты Фурье. Умножая послед- 

нее равенство на ау, и суммируя по п, получим согласно (8) 

т—1 т—1 m—| —1 т—1 
ae м Beatin = Stag 9) ARE. = SH) hat 9 

n=0 n=0 р=0 п=0 

Подставляя это в выражение для ин, имеем 
т—1 т—1 —1 m—| 

eaten nS nt! Benen Sow 
р==0 =0 р=0 
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Здесь и, произвольны и поэтому (8’) можно получить путем сравнения коэффициен- 
тов при ил. 

Пример 2. Пусть Ф; (х) =х/, ] = 0, 1,..., п, тогда матрица (4) является 
матрицей Вандермонда, которая легко обратима, и для нее имеет место формула 

Чт, im —1 ny __| 
T (1, ¥, «055% ) wo, (Xm) , (9) 

| m=0,n 
где аи, — коэффициенты многочлена 

Wp (x) _ г \ м 1 = п (х— х) = > а тх. 
t=0 i=0 
т 

n . . 
Для случая, когда узлы равноотстоящие и x; = — —- + i, ret =0, ],::.,0, 

имеются таблицы. 

Переходя к случаю свободных узлов, заметим, что формула (1) 
имеет уже 2п -|- 2 параметра. Для их определения можно воспользо- 
ваться другим способом, потребовав, чтобы формула (1) была точной 
для любой из функций Ф, (х) (] = 0, 1,..., 2п + 1), образующих чебы- 
шевскую систему. Тогда получим следующую нелинейную систему 
уравнений 

ВУ = Т (Фу Фь ..., Фол-ы) С", (10) 
или в скалярном виде 

be = So, (4) CPT, Е=0, 1,..., 9+ 1. (10’) 
i=0 

Существует хорошо известный метод для решения системы линейных 
уравнений такого вида. Сначала определим обобщенный многочлен 

n+l 

Ф (х) = У а, (<),  @ы=1, (11) 
i=0 

который обладает свойствами 

O(x)=0, f=O1,...,0, 
что возможно, ибо функции ф,; (х) образуют систему Чебышева на от- 
резке Га, 6]. 

Произведем с первыми п -- 1 уравнениями системы (10’) следую- 
щее преобразование. Умножив первое уравнение (10’) на а’, следую- 
щее на а: и так далее, последнее на а„ и просуммировав их, получим 

п п 

хам =0= У Ф() С". . 
i=0 i=0 

Чтобы получить следующее уравнение, относительно системы Чебы- 
шева ф; (х) предположим | 

Pi-+j (X) = QP; (х) Q; (x). (12) 
Тогда, повторяя описанное выше преобразование со следующими п -+ 
-- 1 уравнениями системы (10°), начиная со второго, будем иметь: 

п 

У apis = Soi (x) D(x) CH*” =0. 
te==0 i==0 
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Продолжая аналогичные преобразования, окончательно получим си- 
стему | 

п 

У! алые = 0, Е =0, 1, 2,..., п, (@,= 1). (13) 
i= 0 

Определитель системы (13) называется «персимметричным». Если пред- 
положить, что система (13) имеет единственное решение, то после ее 
решения фактически получаем явный вид обобщенного многочлена 

(11). Носле определения его корней х“” (i = 0,1, ..., п) задача сводит- 
ся к предыдущей, т. е. к случаю фиксированных узлов. 

Наконец рассмотрим смешанный случай, когда один или несколько 
узлов в формуле (1) фиксированы, а остальные — свободны. Рассмот- 
рим случай, когда узел х› = а, а остальные узлы — пока произволь- 
ные: х,Е (а, 65), Е =1, 2, ..., п. Тогда вместе с весовыми коэффи- 

циентами СРО (} = 0, 1, ..., п) в нашем распоряжении находится 
2п -- | параметр. Определяющее уравнение (10’) запишем в виде , | 

= СН, а + ¥ CP Mo, (x), =0,1,..., 2n. (14) 
ix=0 

Частично исключим а, умножая каждое из уравнений (14) на q, (a} 
и вычитая его из следующего за ним уравнения: 

Me = Beri — 91 @) Be = х CPt” [1 (%) — 1 OI) Oe (x2); 

k=0, 1,..., 2n—1. 

Здесь использовано соотношение (12). Теперь образуем обобщенный. 
многочлен 

D(x) = Sag, (x), O(x)=0, — Е=Ь 2... п, ЩЕЬ 
t=0 

используя лишь неизвестные узловые точки, и повторим процесс ис- 
ключения, примененный выше: 

У авы = CPT? [p; (x) — G1 (@)] 9; (x) O (x) = 0, 
k=0 i=1 

j=0, 1,..., al. 

После этого можно найти а, и неизвестные х, как корни обобщенного 
многочлена Ф (х). 

$ 3. СИСТЕМЫ ЧЕБЫШЕВА И ИХ СВОЙСТВА 

В предыдущих naparpaax было показано, что основой при по- 
строении аппроксимаций линейных операторов является система функ- 
ций Чебышева. 

_ Естественно, возникают следующие вопросы: для многих ли ком- 
пактов $ существуют подпространства М < С ($), удовлетворяющие. 
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условию Хаара, и всегда ли существует для данного компакта $ под- 
пространство М <- С ($), удовлетворяющее условию Хаара? 

Приведем две теоремы, уточняющие взаимосвязь между $ и воз- 
можностью найти подпространство М < С ($), удовлетворяющее 
условию Хаара. 

Предварительно введем следующее понятие: систему трех непре- 
рывных отображений } : [0, 1] > 5 (7 = 1, 2, 3) таких, что | (Ё) от- 
личны от постоянных, [ (0) =а6о и | (1 =>[ (Г) для 5-Е] и Vt, 
Г > 0, назовем триподом. 

Теорема 1. Если компакт $ содержит некоторый трипод, то в 
С ($) нет подпространства размерности, большей или равной двум, 
которое удовлетворяло бы условию Хаара. 

Доказательство. Определитель D(x, ..., х,) = 
= det [q, (хр) И непрерывен по всем переменным X41, Xo, vee) Xp- 

Зафиксируем хз, х., ..., Х„ и рассмотрим функцию 

Ф (x1, хо) = Ф (x1, Xo, eoey Xn). 

Пусть ха = р (В), хз = р (6). Опишем непрерывные пути, которые по- 
следовательно проходят переменные хи, хо: 

1) ж: А) р (0) =а>р (6), 

2) X2: fe (te) > f2 (0) =a—f, ), 

3) x1: fy (ts) > В (0) =а— | (6). 

В результате таких действий в определителе Ф меняются местами столб- 
цы и значит он меняет знак. Следовательно, найдется такое промежу- 

точное положение х1, х., когда ф (хи, Хэ.) = 0, что приводит к противо- 
речию. 

Следующую теорему приведем без доказательства. 
Теорема 2. Пусть $ — компактное множество в Ви. Подпростран- 

ство М < $ размерности п > 2, удовлетворяющее условию Хаара, суще- 
ствует тогда и только тогда, когда $ гомеоморфен замкнутой части 
окружности. 

Пусть$ является конечным отрезком числовой прямой. Рассмотрим 
достаточные условия, при которых система функций @, (x) (i = 0, 1, ... 

... п) будет системой Чебышева на отрезке [а, 6]. 
Наложим на функции {ф; (х)} о следующие ограничения: 

1) @; (x) EC" Ja, И} 
2) все вронскианы | —_ 

W [Po, Pyy oe ey Pz] = | > (x) |=94 = 0, 
p=0, 

| (k=O, 1, ..., nVxEf[a, 6]. 

Докажем следующее обобщение теоремы Ролля. 

Теорема 3. Пусть | (х) Е СИТ? [а, 6] и имеет на этом промежутке 
п -- 2 корня. Тогда ЗЕЕ [а, 6] такая, что выражение 

__ W [Qo, Pr» > +>» Pay i 

Pati) = Wigs gn sre Onl © 
  

обращается в нуль в точке &. 
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Доказательство. Для дифференциального уравнения 

  

Й Фо, ..., Фь, 

Я = =0, #0, 1... 5 =9 
функции ф, (х) (1 = 0, 1, ..., Е) образуют фундаментальную систему, 
причем коэффициент при старшей производной в этом уравнении ра- 
вен 1. Рассмотрим другое дифференциальное выражение 

Mesi [9] = Ly l] — 4 (x) Lele] = 0, 
где 

а 
—— Le l9el , dx Po (*) 

= а #24... 6 =, 
для которого по построению функции ф, (х) (1 = 0, 1, ..., К) также 
образуют фундаментальную систему (Мь+и [Ф»| = О за счет выбора 
коэффициента 6, (х)) и коэффициент при старшей производной в нем 
также равен 1. Но тогда 

Lets [9] = Mess 9] = Ly [9] — Op (%) Le Lo. 
Рассмотрим теперь функцию 

eri (x) = L, [f (x)] exp |- | b, (x) tx , k=1, 2, ..., 4, 
0 

— Фо (0) 
‘pi (x) — f (*) Фо (х) . 

Она удовлетворяет условию 

= Wert (x) = exp - | b, (x) i [= L, [f] — 5, (x) Le if} = 
д 

= exp |- (559 cx Less ffl. (2) 
0 

PyHKUNA wp, (x) обращается п -+ 2 раза в нуль на [а, 6], тогда функция 
ap; (x) обращается, по крайней мере, п -- 1 раз в нуль на la, 6] и 
согласно формуле (2) столько же раз в нуль обратится на [а, 6] функ- 
ция Г. [1], а следовательно, и 1р. (х) и т. д. Наконец, показываем, что 
найдется, по крайней мере, одна точка Ё6[а, 6] такая, что 
1-41 { (&)] = 0, что и требовалось доказать. 

Теорема 4. Если ф, (х) Е С""' [а, 6] \=0, 1, .., ви врон- 
скианы W Qo, Фа, ..., Фь] 5 0 на [а, 6] при всех Е = 0, 1, ..., п, то 
функции Фо (х), ф. (х), ..., Фи, (х) образуют систему Чебышева. 

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда 
найдется такая линейная комбинация 

+) = > С.Ф, (9), (CER 3 6 #0), : > 
p=0 
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которая обращается в нуль, по крайней мере, в п -|- 1 различных точ- 
ках отрезка [а, 6]. Тогда по теореме ЗЗЕЕ[а, 6] такая, что [.„ [1(Е)] = 
= 0. Ho 

    — Wo ++ > Pn A Wid... Pal 
Ln ty i W [Qo» eee y Фи—1] = Ch И [Фо, eee y P,—1] ° 

Так как вронскианы W [qp, ..., Qe] (Rk = 0, 1, ..., п) не обращаются 
в нуль ни в одной точке хЕ[а, 6], то должно быть С, = 0. Таким 
образом, найдется п -- | различных точек отрезка [а, 6], в которых 
функция 

F(x) = > Cop (%) 
обращается в нуль. Тогда, снова применяя теорему 3, найдем, что 
ЭЕС [а, 6] такая, что [„— [7 (&)] = 0. Проводя те же рассуждения, 
что и раньше, найдем, что С„-—! = 0. Продолжая этот процесс, прихо- 
дим к выводу, что все коэффициенты С; = 0 (7 = 0, 1, ..., п) вопреки 
нашему предположению. 

Теорема 5. Пусть ру (х) > 0, г. (х) > 0 и qo (x) — вещественные 
непрерывные функции, определенные на ограниченном интервале [а, 6]. 
Пусть м < М <^№ <... и уравнение 

(ро (х) и’) + [49 (X) + Anta (x)] u = 0, =0, 1, (3) 
имеет (вещественное) решение и» (х) при хЕ [а, 6], имеющее не более 
п нулей и такое, что существует lim, [u, (x)/ty (x)]. Тогда система 

x 

функций и, (х) (1 = 0, 1, ..., п) образует систему Чебышева на а, 6]. 
Рассмотрим определитель 

Фо (Хх) Po (Xr) «++ Po (Xn) 

M(x) = D(x, x, ..., *,) =] 71 (xX) Py (%) +. Py ,) , 
os 2 ° e = e ® ® » > e 

Фи (x) Pn (x1) cee Pn (x,) 

rye x,€ la, 6] (i = 1, 2, ..., n) — nonapHo различные точки. 
Лемма 1. Пусть а<х <... <х„ <. Тогда функция Ф ) Co- 

храняет знак на каждом из интервалов (х,, Xi41), i = 0, 1, ..., A, 
Хо = а, Хп-ы = В, при этом знаки Ф (х) в последовательных интерва- 
лах чередуются. 

Доказательство. Так как Ф (х) есть обобщенный многочлен 
по системе Чебышева {ф, (*)}, обращающийся в нуль в точках х; (# = 
= 1,2, ..., п), то ни в какой другой точке отрезка [а, 6] он не может 
обращаться в нуль. Для доказательства того, что на двух соседних ин- 
тервалах Ф (х) имеет противоположные знаки, заметим, что знак © (x) 
не изменится, если мы будем как угодно непрерывно перемещать точ- 
ких, Х1, ..., Хл На отрезке [а, 6], не меняя их взаимного расположения. 

Рассмотрим два последовательных интервала (х», Xe41) и (Хьн, 
Хь+-2) и пусть ЕЕ (хь, хьн), ТЕ (Хе, Хь+2). В силу нашего замеча- 
ния, знак Ф (&) будет совпадать со знаком определителя Ф, в ко- 
тором & смещена в положение хё+1, а хе! — в положение ', так как 
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при этом взаимные расположения точек &, х., .... Хх, Не изменяются, 
т.е. 

ет Ф (Е) = яп Ф (Е, ж, ..., Хь Хы +. Хи) = 

= sign D (p41, Nyy cee y Xpy My МЕ ++, Xn) 

Но определители Ф (хьлл, ха, ..., Хь Ny Xktoy oe, Xp) H D(H, м, ..* 
.., Л» ЖЬНЬ ..., №1) Отличаются только знаками. Таким образом, 
9 Ф (Е) = — яв Ф (1), что и требовалось доказать. 

Определение 1. Семейство функций {ф, (х)} о, образующих 
систему Чебышева на [a, 8], называется периодической системой Чебы- 
шева на [а, 6], если 

ф; (а) = ф; (6), 7=0,1,...,. В 

и, кроме того, а и В считаются за один нуль. 
Доказанная лемма 1 позволяет установить, каким должен быть 

порядок п периодической системы Чебышева на отрезке [а, 6]. 
Лемма 2. Порядок п периодической системы Чебышева на отрезке 

[а, 6] — четное число. 
Доказательство. Из леммы 1 следует, что при возраста- 

нии х ота до 6 определитель Ф (х) изменяет свой знак п раз и Ф (а) = 
— Ф (5). Это возможно лишь при п четном, что и требовалось доказать. 
Приведем примеры систем Чебышева, основываясь на теореме 5. 

Пример 1, Пусть ру (х) = г, (Хх) =\Т, 9 (Хх) =, An =n’, а=0, b= 2a, 
тогда согласно лемме 2 система тригонометрических функций 

1, sinx, coSx, ..., Sinnmx, cosnx (n=0, 1, ...) 

образует периодическую систему Чебышева на интервале [0, 2х]. 
Пример 2, Положим ру (х) = х?, go (x) = 0, и (xX) = 1, A, = —n (n+ J), 

тогда система функций x! (i = 0, 1, sss) образует систему Чебышева на любом отрезке 
[a, 6] Е (— с®, сэ). Заметим, что отсюда следует существование и.единственность ал- 
гебраического интерполяционного многочлена. 

Пример 3. Пусть ро (х) = и (х) = x, do (x) =O, An = Vn, n= 1,2,..., 
ил — нули функции Бесселя первого рода нулевого порядка Ло (х), тогда система 

И Jo (V tex) (R = 1, 2, ...) образует систему Чебышева на любом отрезке 
а, 6] С (0, 1). 

Глава 2 

ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ 

$ 1. ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ 

Пусть в постановке общей задачи интерполирования (см. $ 1, гл. 1) 
компакт 5 совпадает с отрезком вещественной оси [а, В] и в точках 
x,€ la, 6) (i = 0, 1, ..., n) известны значения функции [ (х) ЕС [а, 6] 
и ее производных до (©, — 1)-го порядка включительно 

Е? (х) = У7, 1=0, 1,.... 9— Е i=0,1,..., 2 @). 
Взяв в качестве базисной системы функций {Ф, (х)} о последо- 
вательность многочленов Ф,(х) Ел» поставим задачу отыскания 
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такого многочлена 

Ф (х) = У СФ, (©, (2) 
Е=0 

который удовлетворял бы условиям 

0" (x) = УП, j=0, 1,..., @,—1; i=0, 1,...,n, (8) 
rye 

1—0 

При выполнении (4) количество параметров С, в (2) совпадает с кс- 
личеством условий (3). Если многочлен Ф (х) с перечисленными выше 
свойствами существует, то тем самым определен линейный оператор 
Ни : С [а, 6] -= ли, т. е. Ни (Г) = Ф (5). 

_ Очевидно, для существования и единственности интерполяционного 
многочлена Ф (х), кроме выполнения (4), требуется, чтобы 

Po (x ) P1 (Xo) +++ Pm (%o) 

Фо (Хо) фи (Хо) Pm (Xp) 

go? (%) GY (—) «+ Gm? (%0) | 2 0, a) 
ФФ) wee Om (ea) 

ео ЗУ gE     
Рассмотрим далее эту задачу для случая, когда ф; (х) = х!, и най- 

дем общий вид многочлена вида (2). Такой многочлен Нь (х) будем 
называть интерполяционным многочленом Эрмита. 

Построим многочлены Ни (х) степени не выше т, удовлетвовяющие 
следующим условиям: 

НР (Xp) = бб, (5) 

р =0, 1, оо у | 1 в = 0, 1, ...у М, 

тогда 

Hm (x) = > 5 yi Hi; (x). (6) 
i=0 j=0 

Задача, таким образом, сводится к нахождению Н.; (х). Так как Ну; (х) 
имеет в точках Ху, Хи, ..., №, М, +... Хи НУЛИ соответственно крат- 
HOCTH Qo, Oy, «++, Qj—1, би, ..., Чи» а в точке х, нуль кратности ], то 

Ну) = (хх)... ид (х хх 
X (4 — X41) 4! 2. (x — x,,)%2 Ai; (x), - (7) 

где H;; (x) — многочлен степени ©; — ] — 1, не обращающийся в нуль 
при х = х;. Представим его.в виде 

Ни (х) = АР АР (х— 1) + ve) FAG (a), ®) 
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Если обозначить 

G2 (x) — (х — ж)"" (х — x4)" ... (х — хп, (9) 

TO 

а a. —_ + 

AP + AY (Xx) Fone FAG ea = И Ну (9). 
(10) 

Подставляя сюда х = х,, получим 
__ oy Н.. (x) 

Aly = lim | i), щи | (11) 
хх) < (х) (х — x)! 
  

В формуле (11) первое отношение непрерывно при х = х,. Следова- 
тельно, 

_ fae—x) [а-ж“ 
[а | 

Предел второго отношения найдем по правилу Лопиталя: 

Ни (х) HY (x) im | |= im “ue at. 

  

Xovd, (x — x;)! LX, Л 

Таким образом, 

(0 (х — xi) 12 
А; а © |. . (12) 

Для коэффициентов A? аналогично получаем выражение: 

Rk у. H., (x A® — 4. lim —2_|& xj)! ‚Ни ) (13) 

I eax, dx 22 (x) (x — xj)! 

Применим правило Лейбница для дифференцирования произведения: 

a jee ‚_Ни@® |- CP faa — x)" "| Hy) |e 
dx* £2 (x) (x — x)! У < (х) (х — x;)! ° 

Производные 
(x — x)! (р) 

£2 (x) 

непрерывны при х = X;, MOSTOMY 

Гы xy [ем (р) 

im [S| м 
Для определения 

Пт | — 
хх, | (x — xi)! 

к 
воспользуемся тем же приемом, что и для нахождения А. Многочлен 
Ну; (х) имеет степень не выше т и делится на (х — х;)Г. Следователь- 
но, его можно записать в виде 

Hi (x) = BY (x — x)’ + BY (wx — x) + ee + BF? ex)”, 
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ИЛИ 

Н ij (x) 

(x — xj)! 
Отсюда 

= BP + BY (x= x) + +++ + BR? (x x 

., (k—p) 
im | Hj, (x) | р. = (Е — р)! Ве. 

XX) (x — x1) 

Но так как BY —2} являются коэффициентами разложения по степе- 
HAM (x — x;,), то 

Be) — HT 
(j + k—p)t- 

В нашем случае 

ЕР] о _j—1=a, —1. 
Таким образом, В? отличны от нуля только при р = Ё ив этом 
случае | 

В 
jr 

Итак, 

(9 4 |(х—х)“ Ay @ |= 1 Е | 14 А; — um “| Q (x) (x — x;)/ _ АЛ Q(x) |x=x, (14)     

Hi; (x) сре “1 (x — яд ° (x —x,)* (15) 
‘i T oxy > и | Q(x) raz, и. 

Учитывая формулу (6), имеем: 
и —1 &,—j—l a, 1k 

H, (x) = у у yoy pt ее | 2 (x) (16) 
m ТИ. Q (x — a,—j—k ° 

i=0 ;=0 k=0 1 (5) ont (% — xj) ! 

Лемма 1. Интерполяционный многочлен (16) удовлетворяет усло- 
виям (5) и является единственным. 

Доказательство. То, что многочлен Ни (х) удовлетворяет 
условиям (5), следует из построения. Доказательство единственности 

проводим от противного. Пусть имеется два многочлена Ни (х) и 

Н„ (х), удовлетворяющих условиям (5). Тогда их разность 

Ни () — Ни (2) 
представляла бы многочлен степени не выше т, имеющий на отрезке 
la, b] m+ 1 корень (с учетом их кратности). Пришли к противоре- 
чию. Этим завершается доказательство леммы. 

Положим в формуле (16) в = @ =... = а, = 1. Тогда ® (х) = 
= W, (x) = (x — X%) (x — x)... (x — X,); & = 0, 

jal = (2-4 — ] 

Q(x) Им [| On (x) И=я w, (%i) 
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и формула (16) принимает вид 

Г, (х) = У, у va YS) YiQni (*). (17) 
i=0 

# 

— Xx a, X — Xi) @, (%i) 
  

Многочлен L, (x) Ha3bIBaeTCA UNMePNOAAYUOHHbIM MHoeounenom „Ла- 
гранжа. Нахождение этих многочленов связано с большой вычисли- 
тельной работой. Также велика вычислительная работа при получе- 
нии значения Г, (х) для какого-то фиксированного значения х. Если 
найден полином Лагранжа, построенный по узлам хо, хи, ..., Х„, TO 
это мало чем помогает при построении многочлена Лагранжа для узлов 
Хо» дл, -..) Хл» Хлы И ПОЭТОМУ необходимо усовершенствовать формулы 
Лагранжа с целью упрощения вычислительного процесса. 

Запишем вид интерполяционного многочлена Лагранжа для случая 
равноотстоящих узлов. 

    

Пусть 

Hy Жо = ЖЕ $. = = И, =) 

И at =f. Torja 

Wn (x) _ (х — Xo) (X — 1)... (X —X;_)) (x —*,41) oo + (% —Xp) _ 

(x — x;) O, (x;) (Xt — Xo) (Xi — 1)... м) (% — 14-1) (иж) = 

th(th—h) ... [th—(i— 1) A [A— (i+ 1) A]... (th —2nh) 
ih(i—l1)... h(—A)... [—(2—DA] 

t(t{—1)... (¢(—7n) (— 1)" 
t—i ' “it(n— i)! 

n—ipi 1 t(¢{—1)... ((—n) 

=(— I Caza: п 

  

    

Подставляя это выражение в (17), будем иметь 

  

n t(t—1l)...(@—n) < chy Ly (X) = Ly (%q + th) = (— 1)" “SF (2. gy nl 
i=0 

В последнем выражении коэффициенты, стоящие перед у,, 

1—1... (-—п 

(— °C, (¢— i) nl 
  

не зависят ни от функции ] (х), ни от шага А. Поэтому их можно про- 
табулировать и использовать для любой функции ] (х) и шага Й. Такие 
таблицы составлены и называются таблицами коэффициентов Ja- 
гранжа. 

В случае, если требуется найти не общее выражение Г, (х), а 
лишь его значения при некоторых х,то удобно пользоваться так назы- 
ваемой интерполяционной схемой Эйткена. По`этой схеме значение 
интерполяционного многочлена для какого-то значения х находится 
путем последовательного применения единообразного процесса. 
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Введем следующее выражение 

4 №—% 
и м 

Lo (x) = qk 
    

Ввиду того что 

Lox (Xi) = Уь i=1, 2 

и, кроме Toro, L,; (x) является многочленом первой степени относи- 
тельно х, то Ги (х) решает задачу многочленного интерполирования 
по двум узлам. Точно также можно образовать Ё1» (х), Гьз (х) ит. д. 

Рассмотрим далее выражение 

i So x Хо —Х 
Lowe (X%) = — 2 ; o1z ( ) Xy — Xp 
  

Легко проверить, что будут справедливы равенства 

Lote (%1) = Yr i=0, |, 2. 

CyeqoBaTesIbHO, Lyi. (х) совпадает с интерполяционным многочле- 
ном, принимающим в точках №, х:, х. соответственно значения Yo, и, 
Yo. Вообще, 

1 Lote..un—t) (%) №—х 
L x) = 0123...2 ( ) Xn — Xo Lios...n (x) Xp —х (19) 

будет интерполяционным многочленом, принимающим в точках ху, 
X1, .... п Соответственно значения уу, и1, ..., И, причем порядок 
точек и их нумерация при этом не имеют значения. Каждый многочлен 
[л12...в (х) получается из [12 ... («—0(х) и [Гл2з ... к (х) так же, как и [51 (Х) 
получается из уу и и1. Вычислительная схема для получения интер- 
поляционного многочлена будет выглядеть следующим образом: 

м 
  

| 4 tx, — x} Lit Li_2, i~!, i Li_-3, i—2, i—1, t [1—4 , i—3, i—2, i—-J, i 

  

Xy | Yo | № —Х 
жи |м—х| Loy @&) 
Xo | Yo | X,—X| Ly (x) Lote (x) 
хз | Y3 | X3—X] Leos (x) L103 (%) Го1эз (x) 
ж | 94 | ж— | [а (Х) 234 (Х Lies, (x) corsa (x) 
хь | № | — | Lg (x) 345 (x - Logas (*) 12345 (Х)             

Применяя такую схему, мы можем постепенно подключать все 
новые и новые значения х, до тех пор, пока станет ясно, что точность 
уже не возрастает. Как видим, интерполяционный процесс ЭйЙт- 
кена характерен своим единообразием и поэтому легко реализуется 
на ЭВМ. 

Отметим, что в силу леммы | интерполяционный многочлен, по- 
строенный по схеме Эйткена, совпадает с интерполяционным много- 
членом Лагранжа и отличается от последнего лишь формой записи. 
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Пусть Ха, Хим +. Xp» eee) Xrtp — Узлы интерполирования, ко- 
торые мы разместим в произвольном порядке Xs, Xs veer Жо. 
Чтобы зафиксировать выбранный порядок следования интерполяцион- 
ных узлов, обозначим через $ перестановку чисел г — 4, гт— 9-Е 1, 
.... Г-Н р, при которой каждому числу г — g + i— 1 поставлено во 
взаимно-однозначное соответствие число $,, при всех #7 = I, 2, ..., p + 

а-1, т.е. $: (7 — 9—1) > 5, = а, .... p+tg+1. 

Пусть Г (х) — интерполяционный многочлен Лагранжа, построен- 
ный для функции ] (х) по узлам х;,, №, -.- Хз, 1. Тогда 

Log (x) = Lo (x) + Ш (*) — Lo (x)] + ИЗ (® — И (+ 

vee + [Lp tg (%) — Lota ©]. (20) 

Рассмотрим разность Гл (х) — Ги (х). По построению — это мно- 
гочлен А-й степени, обращающийся в нуль в узлах х,, Хх, ..., №» 

следовательно, он имеет вид: 
k 

Li (x) — Li (x) = A T] (* —;,), (21) 
i=1 

где А — некоторая постоянная. Чтобы определить А, положим х = 
= 5. ТОГДа получим 

k 

Li (Xsp11) — Lp) (Xsp1 1) = f (%sp44) > (Хз) — А I] (Xsp1 1 — №). 

i=] 

Отсюда находим 

  у Г (к, ) Smt Pong 

    

  

A= Fs, 4) _ i=! eet a *5 [op Orme, _ 

TT 5,41 7%) Пе (ey 1 —%s,) 

НР) 
— k+1 = i (%s,3 Xse5 22 5 Xspit)s (22) 

ЕП (¥5, —%5,) 

st 
k 

re wp_1 (x) = П (х — %). Здесь мы воспользовались свойством CHM- 
i=l 

метрии разделенных разностей (приложение, $ 3). 
С учетом (21), (22), формула (20) примет вид 

Lota (x) = f (Xs)  (х — Xs.) F (X53 Xs.) + +e + 
р--9 
Пежо; - р. (23) 

i=] 

Ввиду того что на практике таблица разделенных разностей имеет 
вполне определенную структуру, не всякий интерполяционный много- 
член вида (23) может быть построен по такой таблице. 

29



Определение 1. Назовем перестановку $ допустимой для 
интерполяционного многочлена Гр+4 (х), если при всех # =1, 9; ... 
.... р -- 9-Е 1 последовательность 31, $», ..., $; может быть переупоря- 
дочена в последовательность Ё, %, ..., й, для которой &, — и =1 
(k = 2, 3, ..., i). _ 

Лемма 2. Пусть $ из — две допустимые перестановки, тогда: 

1) интерполяционные многочлены Гра (х) и Го (х) вида (23) 
могут быть построены по таблице разделенных разностей {приложе- 
ние, $ 3); 

2) Lota (x) == LS, , (%) == Гра (Х); 

3) 54а (х) + BLS, (x) = Lota(x), Ма, В таких, что «+В =1, 
20e Lys, (x) — интерполяционный многочлен Лагранжа, построенный 
по узлам Xp—gy Xr—g4iy «++ yXr+p- 
Доказательство очевидно. 
Пользуясь леммой 2, получим из формулы (23) наиболее распростра- 

ненные` интерполяционные многочлены: 
а) при г = 9 = 0, р =ю, $: (1) — (1), i =0, 1, 

п Е —1 

о = УПе-ю/ вы 9, (1-1) в 
k=0 i=0 i=0 

— формула Ньютона для интерполирования вперед; 
6) при г = д = 0, р=и, $: (1 > (п—й, 1=0, 1,...., п 

п Е 

L(x) = > Пи жи Е Xn—15 --  § Xn—e) (25) 
k=0i=0 

— формула Ньютона для интерполирования назад; | 
в) при г = 0, а=п р=п-1, $: ([—п, п 1... - 

+> (0, 1—1, 2, .... —n, n+ 1) 

Loti (X) = | (%) - (х — хо) (хо; ¥) oe + 
+ (X= Xo) (х— 2х)... — Xan) F(X; МН). (26) 

— формула Гаусса для интерполирования вперед; 
Г) при г = 0, g=np=n-+l, $: (—п, —n +1, wey AHL) 

— (1, 0, 2,—1,..., 1 + 1; —n) 

Lonsi (xX) = f (x1) + (% — ¥y) f (415 Xo) + re + 
+ (% =X) (X— Xp) 0. (4 Xn 4) F(a; X03 + Xn) (7) 

— формула Гаусса для интерполирования назад; 
д) г = 0, да=п, р=п-1. 

Среднее арифметическое формул Гаусса (26) и (27) носит название 
интерполяционной формулы Бесселя: 

Loni (xX) = > — Uf (Xo) + f (%)] + (« — — A Вх и 

+ (6m) (4) (x) аа, 
x (о; м; Mets ву Xn-+1); (28) 

e)r =0, g=p=n. 
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Среднее арифметическое двух формул Гаусса, получающихся из 
(23) с помощью подстановок 

S:(—n, —n-+1, ..., n)>(0, 1, —1, 2, ..., n, —n); 

Si(—n, —n+1,..., n) (0, —1 1—2, ..., — м, п), 

носит название интерполяционной формулы Стирлинга и имеет вид: 

Г (Х) = (о) + &— жи 4) HF (Xo; H+ 

еж (х— EA) Fai os ta) е-юа-я)х 

XK (¥— X11) 20. (XK — Xn—1) (% — X41) (x — | Xx 

X F(X; X43 X13 62. 3 Xn). (29) 

Формула записи интерполяционного многочлена в виде (23) более 
удобна для вычислений, чем формула Лагранжа. Добавление одного 
или нескольких узлов не приводит к повторению всей проделанной 
работы заново, как это было при вычислениях по формуле Лагранжа. 

Если узлы интерполирования равноотстоящие, то формулы (24) — 
(28) несколько упрощаются. Так, чтобы получить формулу Ньютона 
для интерполирования вперед в случае равных промежутков x, = 
—= № + # 1 =0, 1, ..., п), заменим в формуле (24) разделенные раз- 
ности их выражениями через конечные разности (приложение, $ 3), 
в результате чего получим 

Г. = Ly (% + th) = fo --- + и, 
| | ‚ (24') 

  

Х — № 

  

roe {= 

Аналогично, если исходить из формулы (25), то приходим к интер- 
поляционному многочлену вида 

Ly (2) = Ln in + th) = fp + tAfna tov - EEE) Cen any, 
| (25°) 

  

Хх —х 
rye t= ——* 

Формулы Ньютона для интерполирования вперед и назад (24) и 
(25) применяются в том случае, когда точка х лежит соответственно 
вблизи начала и вблизи конца таблицы. 

Полагая в формулах Гаусса (26) и (27) х = х, -- 1, получим 

Lan (6) = Lang (во + th) = БА 
2—1)... (2—1?) лы: , , 

+ coe -- Qn +11 A f—n; (26°) 
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Lanss (4) = Lonta-(%y + th) = fy + Af + SS * arp, + 

  

... РП... @#—п— 1) (— п) (—п— 1 да , 
т т (Qn +1)! Aw fn. (27')   

Формулу (26’) применяют, когда точка х лежит на интервале (хь, 

2 
Формулу Бесселя для равных промежутков находим как полусум- 

му формул Гаусса (26’) и (27’) и она будет иметь вид 

Loni (xX) = Lonsi (% + th) = ЕВ. + ( — 2) Afy + 

t(t—1 A?f_, + Af +=». > о... 

h , 
Xy + >a | a (27') — когда точка х лежит на E — , хо) . 

  

1—1... @— @— 19) (—п) — 
} Ant а 

  

+ — (Qn +! (28°) 

Применять формулу (28’) целесообразно особенно при интерполиро- 
1 

вании на средину отрезка, т. е. когда { = =. В этом случае коэффи- 

циенты при разностях нечетного порядка обращаются в нуль и формула 
значительно упрощается. 

Приведем, наконец, формулу Стирлинга для равных промежутков. 
Она получается из (29) заменой х = x -- Ши имеет вид 

Lon (#) = Lan (%y + th) = fy + АВА +7 А + 
2 (f2—1) ... (2% —(n— 1)?) , +... + On A*f_n. (29’)   

, 1 
Формула Стирлинга используется, когда х такое, что |#| < -- 

Отметим, что формула Лагранжа и все ее видоизменения будут при- 
годны и для функций комплексного переменного. 

$ 2, ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В случае, если интерполируемая функция [ (х) обладает свойством 
| (а) =[ (5), естественно, чтобы базисные функции @, (x), Q, (x), ... 
.... Ф‚ (Хх) удовлетворяли такому же условию, т. е. ф; (а) = ф, (5). 
Такие функции можно рассматривать как периодические с периодом 
т = $ — а. Таким образом, приходим к необходимости использования 
для построения обобщенного многочлена периодической системы Че- 
бышева на отрезке [а, 5], о которой уже говорили ранее (см. $ 3, 
гл. 1). Не ограничивая общности, положим а = 0, b = 2л. Тогда 
согласно примеру 1, $ 3, гл. 1 функции 

], sinx, Cosx, ..., sinnx, cosnx (1) 
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образуют периодическую систему Чебышева на отрезке [0, 2л]. От 
сюда следует, что любые два тригонометрические многочлена вида 

п 

T,(*) =—2 + > (a, cos kx + b, sin kx), (2) 
k=! 

совпадающие в 2п -|- | попарно различных точках из промежутка 
[0, 2л], тождественно равны между собой. 

В силу этого замечания и того, что система (1) является системой 
функций Чебышева, справедливо такое утверждение: для любой пе- 
риодической функции /] (х) с периодом 2л при любом наборе из 2п -{ 1 
попарно различных Узлов Xo, Ж, ..., Хол © [0, 2л) существует един- 
ственный тригонометрический многочлен Т„ (х), являющийся интер- 
поляционным многочленом для | (х) по данной системе узлов интерпо- 
лирования, т. е. удовлетворяющий условиям 

Та (я) == + 2) (44 C08 Rx; + b, sin kx;) = f (x) (3) 

(j=0, 1, 2,..., 2n). 
В дальнейшем будем рассматривать случай, когда | (х) — 2л — пе- 
риодическая функция, заданная на [0, 2л |, так как любой отрезок [а, 6] 
линейной заменой переменного можно привести к [0, 2д]. 

Покажем, что тригонометрическим интерполяционным многочленом 
для функции ] (х) по системе узлов жу» Жи, ..., Хон (x; € 10,2m), x; Ех, 
при i=&j) будет функция 

  

  

. Хх —х; 
2п п 2n ; 2n 

7.) =) te) I = 3 pn 0. (4) 
i= j=0 sin—- "j= 

jt 

Действительно, то, что функция Т„ (х) удовлетворяет условиям (3), 
следует из самого вида формулы (4) (Ф, (х) являются обобщенными фун- 
даментальными многочленами), а справедливость представления T,, (x) 
в виде (2) легко устанавливается с помощью элементарных тригономет- 
рических преобразований, которые рекомендуются читателю в каче- 
стве упражнения. 

Если функция | (х) четная на отрезке [—л, п], то по значениям 
функции в п -{ 1 точке ху, ха, ..., х, (х, 6 10, м), x, Ax, при #52] 
можно построить четный тригонометрический многочлен. Нетрудно 
проверить, что таким многочленом будет 

Ти (= Уд Пк. (5) 
j=0 

  
COS X; — COS Xx; 

i=0 

  

ii 

Если же функция ] (х) нечетная на [—л, л], то по ее значениям 
в узлах ха, Х», ..., Xq (X; E (0, 1), x; A x; при i 4 j) можно построить 
следующий нечетный интерполяционный многочлен: 

п . п 
Sin x COS X — COS Хх 

ТГ, (х =) x;) —— f 
a (4) f (xi) sin x; П COS xj —cosx; ° (6) 

i=1 j=l 
jx 
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Практическое построение интерполяционных тригонометрических 
многочленов весьма громоздко. Эта задача несколько упрощается в 
случае равноотстоящих узлов. 

. . 20 
Tak, mpH x,;=x,+ih, roe t=0, 1, 2, ..., 2n, h= 

| 21-1 ° 

0< x, <a формула (4) приобретает вид 

  = sin (© +- 1) ee 

Г. (х) = df tx) 2n+ 1 хх 
=" sin ( 5 } 

$ 3. АНАЛИЗ ПОГРЕШНОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ФОРМУЛ 

  (7) 

  

Пусть функция [ (х) определена в п узлах интерполяции х„, С [а, 6] 
(у=1, 2, ..., п), а Т (%) — ее интерполирующая функция, т. е. 

f (x) =T™ (x), =0,1,...,m—l, i=1,2,...,k, W@W 
Е 

причем \ т, = п. 
=! 

Teopema 1. Пусть |(х) Е С® fa, 6b], T (x) — ee интерполирую- 
щая функция с кратными узлами интерполяции, причем T (xy € 
Е С® [а, 6]. 

Если 3 © (х) Е С® (а, 6] и такая, что 
go (x,) = 0, u=0, 1,..., m,—1; i=1, 2,...,k ©) 

g (x) £0, Wx€la, 4], 
то У хе [а, В] их =- х, общий вид остаточного члена интерполяцион- 
ной формулы определяется и, соотношением: | 

  

— T” (5) 
R@) =7@)—T@ = Pos в (3) 

E€ (a, 5). 
Доказательство. Рассмотрим функцию 

Е =[ 0 —ТО—^& (0. (4) 
Эта функция F(jE€C la, bl u Е® (х) = 0; и =0, 1, ..., т -— 1, 
i= 1, 2, ..., k. Выберем А из условия Е (х) = 0, т. е. 

_ Г -ТО 
N= Ee) (5) 

тогда функция Ё (1) при [6 [а, 5] обращается в нуль в (п - 1)-й 
точке с учетом кратности, и на основании обобщенной теоремы Ролля 

ЧЕС (а, 6), для которой Е” (Е) = 0. Учитывая формулы (4) и 
(5), из последнего соотношения получаем утверждение теоремы. 

Рассмотрим частные случаи формулы (3). 1. Пусть все интерполя- 

ционные узлы простые (не кратные) ив (х) = I (х —х,), тогда, если 
i=l 
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Т (х) — интерполяционный многочлен (п — 1)-й степени, то формула 
(3) дает остаточный член п-точечной интерполяционной формулы Лаг- 
ранжа: 

(п) (#) тп 

R®=f®%)—-TW=EE Mey. (© 
i=] 

2. Пусть Т (х) = Н»„— (х)—интерполяционный многочлен (1 — 1)-й 

степени с кратными интерполяционными узлами и g (x) = П (х — 
{= . 

k 
— x)" Х т = п, тогда Ни (х) является интерполяционным мно- 

о 
гочленом Эрмита и формула (3) принимает вид 

k fi (5) m, | 
R(x) =f) —T (9) =H Tw — x). (7) 

i=! 

Ha основании этой формулы можно доказать равномерную сходи- 
мость Ни (х) к [| (х) на [а, 6], если | (х) — целая функция. Однако для 
интерполяционных многочленов Эрмита Фейер в 1930 г. доказал более 
сильное утверждение: 

Если х”) (i = 0, 1, 2, ..., nm) являются корнями многочлена Чебы- 
шева Tn+1 (x) H MHOrowleH OpMutTa Hon+1 (x) удовлетворяет условиям 

’ (п) , ; 
ont) (x!) = f (x!”); ont (x; ) = Yin,  — 0, |, 2, cee, Nl, 

где Yin — произвольные числа, удовлетворяющие условию 

ly;,|Inn 
lim max —“——— 
nN-+oo i 

a / (x) — произвольная функция, непрерывная на отрезке [— 1,1], 
то 

— 0, 

lim Hon4i (x) = f (x), 

причем сходимость равномерная на [—1, 1]. 
3. Если в предыдущем случае х! = х. =... = х,, то Т (х) — MHO- 

гочлен Тейлора, а формула (7) — остаточный член формулы Тейлора 
в форме Коши. 

Если все вычисления проводятся точно, то интерполяционный мно- 
гочлен совпадает с заданной функцией ] (х) в узлах интерполяции 
Xo» 1, --., Ал. Однако он будет отличен от нее в остальных точках (за 
счет погрешности метода). Исключение представляет тот случай, когда 
сама функция ] (х) является многочленом степени не выше п. Тогда 
f (x) u L, (x) тождественно совпадают. 

Погрешности возникают также OT того, что у, могут оказаться 
приближенными (неустранимая погрешность) и в процессе вычислений 
будет возникать погрешность за счет округлений (погрешность округ- 
лений). 

Если интерполируемая функция | (х) имеет на [а, 5] непрерывные 

производные до п-го порядка и [” (х) дифференцируема на [а, 5], 
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то, как видно из (6}, погрешность метода для многочлена Лагранжа 
имеет вид 

R(x) =f (x*)—L,(*%) = a r a (xX — X) (Xx —%,) ... (x—x,), (8) 

где ЕС (а, 5). Полагая здесь Ми = sup | por (x) |, получим 
x€[a,b] 

0) — Г, 1 < т г | (xX) (*— x) ... (x—-x,)| © 

Как видно из (3), отклонение ] (х) от L, (x) определяется величина- 

mu fT” (E) w @, (x). Ecau о первой величине можно только сказать, 
в каких пределах она изменяется, то вторую можно изменять посред- 
ством надлежащего выбора точек х,. 

Решим такую задачу: выбрать узлы х, так, чтобы величина 
5ир |®„(х)| была наименьшей. Для этого придется воспользоваться 

хЕ[а,6] 

некоторыми свойствами многочленов Чебышева первого рода (прило- 
жение, § 2): 

T , (x) = cos [n arccos x], |x| <1 

Нули многочленов Чебышева первого рода. определяются формулой 

2m +1 
Хт = 60$ —5,— 7; m=0, 1, ..., n—l. 

Заметим, что тах |Т, (х)| на отрезке [—1,1] равен 1 и достигае- 
хЕ[—1,1 

тл 
тся вп -{ 1 точках хи = с0$ ——(т = 0, 1, ..., п). Если теперь в ка- 

честве отрезка интерполирования взять [—1,1], а в качестве узлов — 
корни многочлена Чебышева х„, то 

On (x) — 

  

  Tri (x) # sup Jo, (x) |= — 
х6[—1,1] 2 

Теорема 2. Среди всех многочленов п-й степени со старшим коэффи- 
циентом 1 многочлен 

Ty (x) = = Saat Fn (x) 

наименее отклоняется от нуля. 
Доказательство. Покажем, что какой бы многочлен 

Р,„ (х) степени п со старшим коэффициентом 1 мы ни взяли, 

  

cup | Ра ole . Действительно, если бы это было не так, 
x€(—1,1] 

то разность „г T, (x) — P, (x) представляла бы собой многочлен 

v тл 
степени п — 1 принимающий в п -{ | TOUKAaX xX,, = COS (т = 0, 

|, ..., п) попеременно положительные и отрицательные значения. []о- 
этому он должен иметь хотя бы п нулей, что невозможно. Противоре- 
чие доказывает теорему. 
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Из доказанной теоремы следует: если отрезок интерполирования 
есть [-—1,1], то зир |, (х)| принимает наименьшее значение при 

х[-—1,1] 
условии, что в качестве узлов интерполирования взяты корни многочле- 
на Чебышева, и оценка (9) в этом случае примет вид 

ОН. (10) 2” (n + 1)! 

Если интерполирование производится на произвольном отрезке 
[а, 6], то заменой 

x= + [(b—a)z + (b +a)], z= + [2x—b—a] 

он переводится в [—1,1]. При этом корни многочлена Г»! (х) перейдут 
В 

1 2т-- 1 
in =z | (0a) cos 57 or n+ (b +a), m=0, 1,..., A” 

и оценка в этом случае имеет вид 

‘ M,, 1 b—a atl IF) —L, | <a. Co. (11 
Полученные результаты дают наилучшую оценку в целом по всему 
отрезку [а 6]. Мы воспользовались тем свойством многочленов 

T, (x) = —_ - Та (х), что для них SUP = |T,,(x)| имеет наин- 
xe[—l, 

меньшее  начение среди всех многочленов степени й с коэффициентом 1 

при старшей степени. Благодаря этому свойству многочлены 7, (x) 
получили название многочленов, наименее уклоняющихся от нуля. 

Рассмотрим теперь другую задачу: при фиксированных узлах ин- 
терполирования изучить, для каких промежутков изменения остаточ- 
ный член будет принимать большие значения и для каких меньшие. 
Для решения такой задачи нужно изучить поведение функции ©, (х) 
при фиксированных Xo, Ха, ..., Х,. Многочлен в, (х) обращается в нуль 
в точках ху, Хи, ..., Хи, Меняет знак, переходя через эти точки, и где-то 
в промежутках между ними принимает попеременно то максималь- 
ное, то минимальное значение. 

Абсолютные значения этих экстремумов будут равны друг другу 
только в том случае, если ху, х1, ..., х, являются корнями многочлена 

cos С -- 1) агссоз a+ . 

  

b—a 

При интерполировании в других случаях вблизи больших по аб- 
солютной величине экстремумов можно ожидать большую погрешность. 

Ограничимся случаем равноотстоящих узлов, т. е. будем предпо- 
лагать, что 

Ж — № = Ky Хх = +. =, Хи HA. 

Хх — Xp | 

Ah 
n+l 

On (X) = O, (Xp + th) =A" t(t¢— 1) (¢—2) ... €—n). 

Если обозначить t = ‚ то будем иметь: 
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Изучим поведение функции 

Ф( = 2—1) 2—2)... (—п) 

при различных значениях 1. Заметим, что эта функция будет четной 
о п 

или нечетной относительно точки 7? OQ} B 3€BHCHMOCTH OT YeTHOCTH nN. 

Действительно, 

Ф (1) = (— 1)" "Фп— 8. 
Далее заметим, что 

e+ l=¢+1t¢—1) ... ¢+1—n) == 90. 
Значит, если разбить отрезок [0, п] на части [0, 1], [1,2],..., (и — 1), п], 
то значение функции на отрезке [1, # -- 1] будет получаться из соот- 
ветствующего значения функции на предыдущем отрезке путем умно- 

жения его на —. Этот множитель всегда отрицателен при ЁЕ (0, п), 
t{— 

поэтому знак у функции ф (1) будет чередоваться при переходе от ин- 
тервала к интервалу. Абсолютная величина этого множителя будет 

п—| 
меньше | на jo, = 

будут убывать по абсолютной величине до середины отрезка [0, п] 
и затем в силу симметрии снова возрастать. Вне пределов отрезка 
[0, л] функция ф (1) быстро возрастает по абсолютной величине. 

Отсюда делаем следующие выводы: 
1. Оценка остаточного члена формулы Лагранжа будет особенно 

велика для значений х, лежащих вне отрезка [х., х„|, т. е. если про- 
водить экстраполирование, то следует ожидать большой погрешности. 

2. При интерполировании для значений х, лежащих неблизко к 
узлам интерполирования, точность будет больше для средних отрезков 
и меньше для крайних. 

Анализ неустранимой погрешности формулы Лагранжа показы- 
вает, что при изменении #Ё на отрезке [0, п] она сравнительно невели- 
ка. При увеличении п неустранимая погрешность незначительно воз- 
астает. Минимальные погрешности получаются в средних отрезках 

li Г -- 1] при изменении Ё от 0 до п. При экстраполяции опять полу- 
чаются значительные погрешности. 

Оценки ошибок округления здесь не приводятся, так как они во 
многом определяются программой вычислений. 

Остаточный член интерполяционной формулы Ньютона точно та- 
кой же, как и формулы Лагранжа, но его можно записать и в другой 
форме. Для этого, воспользовавшись свойством симметрии разделен- 
ных разностей (приложение, $ 3), запишем 

|. Таким образом, экстремальные значения ф (1) 

| 
! 

и. _ f (*) P(X; Xp X45. 5 Xp) (x — X,) (KX — 1) «ee (яр + 

  

f (Xo) ... 

Ти)... юг + 
f (Xn) 

Пим)... в,’ (12) 
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Orciola © 

  f(x) = Ро Ее у... 

  

с, = (хо — Хх) +... (Хо — Xn) 

— Xo) (x — x) - - (x = Хи_1) 

т Г(х a) . — Xp) (Xn —%) - ++ Xn — Xp_)) 

+ (х — хо) (х — 21) ... (x — x,) f (x; Xo, X1, e+e 5 Xp) = 

= Ly (x) + (% — Xp) (XW —¥y) 0. (Hp) F (Ks Xs Has ~~ 5 An). (13) 
Значит 

Ry (x) = НХ — Е, (х) = (% — Xo) (4 — Hy) 0 Hn) (KS №... Xn) 
(14) 

В частности, если [ (х) имеет производную порядка п -{ 1, то получим 

fer) &) | 
Г (х; Хо coe y Х„) = (n+ lt 9 (15) 

где Е — некоторая точка, принадлежащая наименьшему промежутку, 
содержащему все точки ху, Ха, ..., Хи, Х. 

Разделенная разность, входящая в (14), может быть найдена только 
в том случае, когда нам известно ] (х). Но тогда нет смысла исполь- 
зовать формулу Ньютона. Однако в некоторых случаях остаточный 
член в форме (14) можно использовать для фактической оценки по- 
грешности формулами Ньютона. 

Пусть нам известно, что разделенные разности порядка. п -|- | и 
п -- 2 сохраняют постоянные знаки на рассматриваемом отрезке. За- 
пишем равенства 

f(x) = х (Х— №)... (ХР 44 м) + 

-Н и — м)... —,) РГ; о... Хо), 

f(x) = У (XX) «6. (¥— Xi) f (Xo; Ha; + 5 Hi) + 
i=0 

+ (X—X) 206 (XK Xn) ff (XX; - жи), 

из которых с учетом (14) получаем 

К» (х) = (х— о) (х— 2)... (и —х,) о; №; Hep) + 

+ Rn (x). (16) 

Для заданного х всегда можно подобрать хи! так, что R,, (x) и Ки (х) 
будут иметь ‚различные знаки. Действительно, если f (x; хо; .:.; Ха) 
и | (%; %; ...; Хы) имеют одинаковые знаки, то берем Xn > x; 
если они имеют разные знаки, то берем х„-+1 < х. Тогда 

sign [R, (x)] = sign [(x — хо) (х— 1)... &—х,) 1 (5%; 45». 5 Xnti)] 
И 

| Rn (%) |<] (% — м) и —х) ... р) НХ Ху... Хы) |. (17) 
В том случае, если ] (хи) известно, можем фактически оценить А) (х). 
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Рассмотрим еще случай, когда на отрезке [а, 6], где берутся хи 
о 

узлы интерполирования, функция { (х) имеет производную [7 (х), 
сохраняющую знак. Покажем, что в этом случае ] (х; ху; ...; х„) — 
монотонная функция от х на [а, 6]. Для этого рассмотрим выражение 

— Еж ...; хи) — 1 (% Хр... Хи) 
< = 

х—х 
  

’ 

где х и х — некоторые точки отрезка [а, 6]. В силу симметрии разде- 
ленных разностей относительно своих аргументов будем иметь: 

  

„— #8 Ху ...; Хи) — | (%; Xp, ee Mp’ x) 

х—х , 

а это есть разделенная разность { (х, x; №; ...; Хи) Порядка п + 2 от 
функции ] (х). На основании равенства (15) получаем 

тк: о. fier &) 
z=f (x; Х, Xo, oe ey Xn — @ 2)! , 

откуда следует, что 2 сохраняет знак на [а, 5]. Из доказанной моно- 
тонности разделенной разности [ (х; хо; ...; Ха) вытекают неравенства: 

[(@; №; №; ...; Xn) SP (KX; ~~ м) 5; Xp, «+ 3 Hn); 

ecm fT? (x) >0, Wx [a, Ob]; | (18) 

f(D; X36 5 Xa) 5 НХ; №; +. Xn) MPG Xo --- 5 Xa), 

ecan fT? (x) <0, Wx€[a, 6. 

В этих случаях остаточный член можно оценить, если известны ] (а) 
и f (0). | 

Известно, что для многочленов разделенные разности, начиная 
с некоторого порядка, обращаются в нуль. Для функций, не являю- 
щихся многочленами, это утверждение не имеет места. Можно пока- 
зать. что разделенные разности от целых функций стремятся к нулю. 
Но на практике стремления разделенных разностей к нулю не будет 
вследствие того, что сами исходные данные обычно бывают прибли- 
женными, а в процессе вычисления разделенных разностей еще произ- 
водится округление. Поэтому часто бывает так, что сначала разделен- 
ные разности убывают с повышением порядка, а затем «ведут себя 
неправильно» и снова растут. 

Узлы интерполирования, лежащие ближе всего к интерполируемо- 
му значению х, окажут большее влияние на интерполяционный мно- 
гочлен, лежащие дальше, — меньшее. Целесообразно поэтому за х и 
х1 взять ближайшие к х узлы интерполирования и по ним произвести 
линейную интерполяцию. Затем постепенно привлекать соседние узлы 
так, чтобы они возможно симметричнее располагались относительно х. 
Полученные при этом поправки обычно бывают незначительны. 

Приведем остаточные члены интерполяционных формул Ньютона 
для интерполирования вперед и назад. 
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Для первой формулы имеем: 

п (5) 
R, (x) = №) (—^) ... оны — 

нНе-- (©) 
=—вт5г 1—1... @—и) ©) 

для второй — 
fot) 5) (Е) 

Ry (x) = (%¥ — Xp) (% — Xn-1) vee (x — Xx) = (n+ 1)! — 

из (© 
ЕАЕВт И... @+ м). (20) 

В некоторых случаях, особенно когда значения |; получены из экспе- 

римента, бывает очень трудно оценить величину производной {°F (=). 
Дадим простой, хотя и грубый способ такой оценки. Как известно, 

("1 (5) f (Xp; жж = Lo. (21) 

С другой стороны, 

Lo. А Е (хо; tots os Hot + IM) = тир" (22) 

1 
Считая, что на рассматриваемом отрезке производная {[”!” (х), 

а значит, и разности А”"'{ изменяются не сильно, можно заменить 
производную, входящую в остаточный член, разностью и получим 

1—1 1 —п 
В. (д =“ a + aT АН (23) 

Аналогичную процедуру можно проделать и для второй формулы. 
Но следует еще раз подчеркнуть, что полученные оценки грубы и при- 
менять их можно только в случае крайней необходимости. Если не 
выполнено условие того, что производная изменяется незначительно, 
то можно получить абсолютно неправильный результат. 

В заключение рассмотрим остаточный член интерполяционного 
многочлена для функций комплексного переменного. 

Пусть С — простая замкнутая кривая, / (2) — аналитическая на С 

  

  

и внутри С функция. Пусть узлы интерполирования &%, 21, ..., 2. Ле- 
жат внутри С. Рассмотрим интеграл 

l _. PQ) =r | Seen Oa, (24) 
С 

где © (2) = (2—4) (2—2) ... (2 — 2„). Подынтегральная функция 
аналитична на С и внутри С, за исключением точек 2%, 21, ..., 2,„, ПО- 
этому интеграл будет равен сумме вычетов относительно каждой из 
этих точек. | 

Но ._ @ (§) —@ (2) 
т Ед / (Е) 6—2, = =] © 

© (2) 
aw’ (Zp) (2 — Zp) 
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откуда 

  PO=V fed ae =1,2 (25) ( (Zp) (2 — 2g) 
k==0 

иР (2) имеет точно такой же вид, как многочлен Лагранжа. Предста- 
вим Р(2) в виде разности 

__! f(§) @ (2) f (8) . 
P@)= 21 Е 2 45 — 21: \ о (Е) (Е — 2) dk. 

С С 

    

В силу интегральной формулы Коши первый интеграл равен ] (2), 
следовательно, | 

  9 =РО+ ЗО (о (26) 
С 

Отсюда видно, что остаточный член интерполяционной формулы Лаг- 
ранжа в нашем случае имеет вид 

_ o@ (fF) 
RO =—si- | 5—9“ (27) 

С 

  

$ 4. СХОДИМОСТЬ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ФОРМУЛ 

При использовании интерполяционных формул на практике не 
всегда удается произвести оценку остаточного члена, ибо входящие 
в него высшие производные, как правило, не известны. Поэтому нали- 
чие сходимости интерполяционного процесса гарантирует, что при 
достаточно большом количестве узлов интерполяции можно достаточно 
хорошо приблизиться к интерполируемой функции. 

Пусть ] (х) Е СШ, 65]. Для каждого натурального п выберем на 
отрезке [а, 6] п-- 1 различных точек х” (1 =0, 1, ..., п; п = 
= 0,1, ...) и построим по этим наборам точек последовательность интер- 
ноляционных многочленов: по п-му набору х” (1 = 0, 1, ..., п) строим 
интерполяционный многочлен [.„ (х). | 

Определение 1. Интерполяционный процесс называется схо- 
Эящимся, если 

limL,(x)=f(%), ха, 61, (1) 

и равномерно сходящимся, если сходимость последнего выражения рав- 
номерная. 

Будем рассматривать [.„ (х) как оператор [„: С [а, 6] - л„, пре- 
образующий [ (х) ЕС [а, 6] в элемент того же пространства — мно- 
гочлен п-й степени. Оператор Ё„ — непрерывен. Фундаментальное 
значение в теории интерполирования имеет норма этого оператора, 
которая в силу (17), $ 1, будет равна: 

п 

|L,,| = max | Qn; (x) |, n=0Q, 1, 2,... №» (2) 
0 agx<b j= 

и называется константой Лебега. 
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По построению, У ] (х) 6 л, будем иметь 

О =Ь Уп > 2. 

Поэтому, чтобы применить следствие из теоремы Банаха — Штейн- 
гауза к доказательству сходимости интерполяционного процесса (при- 
ложение, $ 1), достаточно изучить поведение | Г„| как функций от пи. 

Теорема 1. Каковы бы ни были узлы х” Е [а, 6] (i = 0, 1, ..., n), 
всегда будет иметь место неравенство 

2 
|L, > =z Inn + b(n), (3) 

где 6 (п) — ограниченная функция. 
Из теоремы 1 и следствия из теоремы Банаха — Штейнгауза сле- 

дует такая теорема: 

Teopema 2.V x? Ela, 61 i =0, 1, ..., 4 n =0,1,...), ЗЕЕ 
ЕС [а, 6], для которой интерполяционный процесс является расходя- 
щимся. 

Хотя, как следует из теоремы 2, не существует узлов х”, которые 
обеспечивали бы сходимость интерполяционного процесса У] (х) Е 
СС [а, 6], однако существуют такие системы узлов, которые лучше 
других в смысле величины |Z |. 

Teopema 3. Ilycme Li — onepamop интерполирования по равноот- 

стоящим узлам на отрезке [—1,1], Li — оператор, интерполирования 
no узлам, совпадающим с нулями многочлена Чебышева первого рода 
Tri (x). Toeda 

—Ши-+1+5() < Ln |< in (+1) +8, 4) 

Ve <iim ЕР <, (5) 

где 6 (п) имеет тот же смысл, что и в теореме 1. 

Приведенная выше теорема 3 показывает, что a со значи- 
T 

TEJIbHO OpicTpee, yem || L;, |. 
Имеет место следующая теорема: 
Теорема 4. УР (х) Е СЧа, 61 3х7 Е [а, 1 2=0, 1, ..., п п= 

= 0, 1,...) такие, что Г. (х) — f (x) 6 C la, 6] u справедливо равенство 

[Ln — fle = An (7) = int |e — Fle. (6) 

HokasaTteabecrTso. Ilyctb P, (x) — наилучшее приближение 
к | (х) в л,. Тогда ||P, (x) — fF (x) [с = А, (Т). Так как множество 7, 

удовлетворяет условию Хаара, то по леммам | и 2, $1, гл. 139 
С [а, b] i = 0, .. п -- 1) такие, что будут справедливы равенства: 

|Pn(yi”) — FUP =I, —fle t=0,1,..., 041, 
Py (yi) —f (Yt”) = — [Pa Yt) —F YP), 

1=0,1,..., п. 
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Поэтому dyukuna P, (x) —f(x)€Cla В] из г” 61а, 6] (i =0, 
1, ..., 1) такие, что 

у? < 27 < уф, Р, (2) — {1 (27) = 0, i=0,1,..., An. 
(п) Выбрав в качестве искомых интерполяционных узлов эти точки 2’ 

получаем L, (x) = Р‚ (х), что и требовалось доказать. 
Утверждение, аналогичное теореме 2, имеет место и для тригоно- 

метрических интерполяционных формул. Существуют модификации 
интерполяционных формул, в которых за счет повышения степени мно- 
гочлена добиваются сходимости УГЕС а, 6]. Простейший пример та- 
кого рода — интерполяционный многочлен Джексона. Пусть 

2 

  

sin по 
2 2 e 2nk 

K, (8) = —| ——— ]— apo Peltepa, m= 2n—l], r= B+——> 
2 sin > 

k=0,1,...,2—1— узлы интерполяции. По [ЕС [0, 2л] построим 
многочлен Джексона: 

9 n—| 

bn (TF: 0) = п. УГ (6,) Kin (0 — 0,). (7) 
k=0 

На основании равенства 

9 sin > 0 ° 

Km (8) = aio oe |= 
2 sin —— 

2 

=< [a t+ 1) cos 8 + ... + cos(n—1) 0], (8) 

тригонометрический многочлен ¢,, (f; 8) 6yneT Nopaaka n — 1. Можно 
проверить, что 

te (f; 9) = (0,), tm (fs 9%) =0, k=0,1,...,n—l. (9) 
Следовательно, речь идет 06 9PMHTOBOH HH TePNOJIAWHH, HO NOJlaraeM 

tm (f; 8.) = 0, ане [” (0,), так как [ (х) может просто не существо- 
вать. Полагая в (7) == 1, получим 

9 n—l 

[12| =-- У Ки (0—6, =1. (10) 
k=0 

На основании теоремы о сходимости последовательности линейных 
операторов (приложение, $ 1), получаем, что У] (х) ЕС П0, 2л] 

lim tm (f; 9) = f (x). (11) 
тс 

Приведем без доказательства одну теорему о сходимости интерпо- 
ляционных процессов, относящуюся к целым функциям. Напомним, 
что функция называется целой, если ее можно представить в виде 
всюду сходящегося степенного ряда 

[(х) = > Oy, (X — Xp)". (12) 
=0 
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Teopema 5. Ilycme f (x) — произвольная целая функция. Тогда no- 
следовательность построенных для нее интерполяционных многочленов 

Г. (x) no yanam xp” Ela, 61 (k = 0, 1,..., 232 = 0, 1, ...) равномерно 
сходится. на [а 6] к |(х). 

На примере функции | (х) Е А, (М), где А, (М) — множество 
функций, допускающих аналитическое продолжение внутрь эллипса 
Э, с фокусами в концах отрезка [—1,1] и суммой полуосей, равной г, 
причем |} (х)| < М, УхЕЭ,, рассмотрим вопрос о сходимости ин- 
терполяционных многочленов вне отрезка [—1,1], т.е. сходимость 
экстраполяционного процесса. Исследуем интерполяционные много- 
члены с узлами в нулях многочленов Чебышева Ти+! (х) либо Ин-,1 (х) 
(приложение, $ 2). 

Лемма 1. Если | (х) ЕСА, (М), Г, (х) — интерполяционный мно- 
гочлен Лагранжа с узлами в нулях Ти (х) либо Иа (х), то 

9 — „(9 1< См (+), (13) 

где © — полусумма осей эллипса, софокусного с Э, и проходящего через 
точку х; С — константа, зависящая только от г и р. 

Доказательство. Поскольку для интерполяционного мно- 
гочлена Лагранжа остаточный член можно записать через контурный 
интеграл (27), $ 3: 

  

  

  

1 dt В = || S5-- SF], (14) 
a, 

то отсюда следует оценка 

М (x) | dt 

9, 

Пусть @ (x) = tet (х); если [Е Э,, то 

ии") < Ты к" Г". 
Тогда из (14’) дет следовать 

M (p” = 1 dt В | ее 
—г т” [х—1| ° 
  

Ур 

  

Отсюда получаем (13) с константой С = С 105 = max ( l, wm) , 

где С — абсолютная постоянная. Если  нтерполировать с узлами в 
нулях многочлена (+! (х), то результат будет тот же и лишь изме- 
нится константа С. 

Из предыдущей леммы следует, что экстраполяция возможна в 
случае, когда } (х) аналитична на [—1,1]. Осталось выяснить, каковы 
оптимальные узлы при экстраполяции. Понятно, что аналитичность 
Г (х) не только достаточна для возможности экстраполяции, но в извест- 
ном смысле и необходима. Весьма реалистична следующая постановка 
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вопроса: определить на промежутке [—1,1] узлы так, чтобы ошибки, 
сделанные при вычислении функции в них, приводили к минимальной 
ошибке величины Р) (Е), где Е, (|Е| >> 1) — точка, в которой произ- 
водится экстраполяция функции. 

Полагая, что при вычислении значений функции ] (х) допускаются 
ошибки, имеющие случайный характер, приходим к задаче о 

min У | Qn; (§) |. (15) 
*n j=0 

Лемма 2. (С.Н.Бернштейна). В задаче (15) минимум дости- 
гается, когда узлы совпадают с нулями многочлена Чебышева Ин (х). 

Доказательство. Примем для определенности & > 1. Лег- 
ко видеть, что 

Xo» 

n п _ 

С (Е) = > | Чи] (3) | — У, = Оп; (5), 
i=0 j=0 

где =, = = | и, следовательно, @ (Е) совпадает со значением некото- 
рого многочлена степени не выше п, принимающего в узлах значения, 
равные по модулю единице. Многочлен Чебышева первого рода Т„ (х) 
принимает максимальные по модулю значения, равные единице, в ну- 
лях Она (Хх). Поэтому 

Tn @= 7, (2) 9 © < 219 ®1= 9 ® 
и знак равенства достигается только в том случае, когда узлы совпа- 
дают с нулями Ин: (х), что и требовалось доказать. 

$ 5. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ 

ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ФОРМУЛ 

Интерполяционные формулы очень широко применяются как в тео- 
ретических исследованиях, так и на практике. Остановимся лишь 
на некоторых аспектах применения теории интерполирования. 

1. Обратное интерполирование 

В практике вычислений нередко возникает такая задача: по задан- 
ному значению функции } (х) определить соответствующее значение 
аргумента. х, если в узлах х; (1 = 0, 1, ..., п) известны величины 
i (x;) = и (1 =0, 1, ..., п). Такая samawe может быть решена методом 
обратного интерполирования. 

Если заданная в точках х; функция [Ё(х) монотонна, то искомое 
значение х — единственно. Примем переменную у за независимую, 
а х будем считать функцией от у. Тогда, написав по заданным узлам 

  

(и, х) (= 0,1, ..., п) интерполяционный многочлен Лагранжа 

—_ . (и — Ув) (у и)... (У) (У — 9:41) ... (И — Уп) 1 
x= >» (Yi = Yo) Yi— Ya)» « (ИУ и) +. Ш)’ (1) 

1=0 
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по заданному у определим х. Остаточный член в этом случае получает- 
ся из остаточного члена формулы Лагранжа, если в последнем поме- 
нять местами х и у и заменить производные от прямой функции про- 
изводными от обратной функции. 

Если же заданная функция не монотонна, то изложенный выше 
прием неприменим. В этом случае, не меняя ролями функцию и аргу- 
мент, записываем какую-либо интерполяционную формулу. Затем, 
считая функцию известной, решаем полученное уравнение относитель- 
но аргумента. Однако, если число узлов велико, то придется решать 
уравнение высокой степени. Остановимся на итерационном способе 
решения такого уравнения, когда значения аргумента равноотстоящие. 

Итак, для функции у = }(х) запишем, например, интерполяцион- 
ную формулу Ньютона интерполирования вперед: 

y= yy + Ag+ ado 9 (gQ— Dba 9 — I)...g—n+)), 

(2) 

  

X— Xp 
где 9 = ——. 

Рассматривая последнее выражение как уравнение относительно 4, 
преобразуем его к виду 

— AZ 

ee a aa ee 

Ау — M4 (q—1) ... Qa—n+)). (2) 
Будем решать уравнение (2") итерационно. Примем за начальное при- 
ближение для 4 величину 

_ У —\ 
Jo ~ Ayo 

и затем строим итерационный процесс по формуле 

т == Ф (Фт-—1), т = l, 2, 

Во многих случаях при достаточно малых Й = х;11 — х; описанный 
процесс сходится к искомому корню. Условием сходимости является 
выполнение неравенства | ф’(4)| < а < 1. На практике итерации про- 
должаются до тех пор, пока два последовательных значения д 
т не совпадут с заданной точностью, и тогда полагают д == Gm+i. 
Заметим, что указанный метод итераций требует монотонности функ- 
ций] (х) только на интервале (хо, хи), где у, < у < и или у, > у> и. 
Узлы же применяемой интерполяционной формулы могут лежать и 
вне интервала монотонности функции / (х). 

Оценим ошибку второго метода обратного интерполирования, т. е. 
когда функция ] (х) не монотонна. 

Пусть Ё.„ (х) — интерполяционный многочлен Лагранжа для } (х), 
построенный по узлам ху, ха, ..., Х,. Тогда 

prt) &) 
#0) — am Lh, (4) = № ..: @—Ж. (3) 
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Предположим, что нужно найти такое х, при котором | (х) =у (у 
задано). Будем решать уравнение L, (x) = цу. Получим некоторое зна- 

чение х. Подставляя х в (3), получим 

— +1) ( — 

9—1, = ®—9=19—1® = О-о, 6. 
Применяя теорему Лагранжа о конечных приращениях, будем иметь 

per? © 
(x—x) f(y = “GE On (x), 

е п находится. между хи х. Если [а, Ь] — интервал, содержащий 

x, u min |f’ (x)| = м, =2 0, то из последнего равенства следует, что 
x€[a,b] 

И 

- — М, — 
[х—х| < ey Ln | 

(при этом предполагается, что уравнение Г.„ (х) = у решено точно). 

2. Численное дифференцирование 

Задача численного дифференцирования возникает в том случае, 
когда функция [ (х), для которой нужно найти производчую, задана 
таблично либо имеет очень сложное аналитическое выражение. В та- 
ких случаях поступаем следующим образом. 

Запишем функцию ] (х) в виде 

Г(х) =$(х) +К (5), 
где ф (х) — интерполирующая функция, R (x) — остаточный член ин- 
терполяционной формулы. Продифференцируем это тождество Е раз 
(предполагаем, что ] (х) и ф (х) имеют производные го порядка): 

f® (x) = @® (x) + R® (x) 
и за приближенное значение [ я (х) примем ф® (х). Погрешность при 

Е . 
этом есть Ю“® (х). При замене функции ] (х) интерполирующей функ- 
цией ф (х) предполагается, что остаточный член мал, однако отсюда 

отнюдь не следует, что мало и R” (х). И на самом деле, при таком 
k 

способе вычисления / (x) получается сравнительно большая погреш- 
ность, особенно при вычислении производных высших порядков. Это 
можно увидеть на следующем примере. 

Рассмотрим две функции ] (х), [| (х) Е СТа, 6], которые связаны 
соотношением 

~ 1 . . 

Ро = о + эти «фа 
Расстояние между ними в пространстве С [а, 6] есть 

lf — Fle = max | —sin [n?(x—a)] |< — 
xefa.b]| 7 n



и его можно сделать как угодно малым за счет выбора п. Однако че- 

бышевское расстояние между производными 

lf — Г = max | n cos [n? (x —a)]| =n 
x€[a,b] 

может принимать сколь угодно большие значения. 
Этот пример показывает, что задача дифференцирования некоррект- 

на в С [а, 6]. Этим и объясняется малая точность формул численного 
дифференцирования. Однако при вычислении первых и вторых про- 
изводных по указанному выше методу во многих случаях можно по- 
лучить приемлемый результат. 

Будем исходить из интерполяционной формулы Ньютона интерпо- 
лирования вперед для неравных промежутков 

f(x) = fF (%) + (% — Xp) F (X03. ага фм м ..- 

vee (X — Xp) (X — Xy) 66. (KH Xn) м... Xn) + 

t (¥ — Xp) (% — 4)... (XH) PF (ху... Ха) = 
= L,, (x) + R(X). (4) 

Продифференцируем обе части (4) РЕ раз, в результате чего получим, 

f (x) = Li? (x) + R® (2), (5). 
где , 

R® (x) = У СЫ (х; №; ...; Хх) 09 (>. (6) 
i=0 

На основании определения производной, будет иметь место фор- 
мула 

    

fO (x3 Xp yp 6 x) = il lim f (x; ¥+6; ...5 4+ 
0 

+ 16; X93 Хх; +... Х,) = 

но РРР (Ех, 8) и РТО (= (5) = lim “aa СИ ФЕРМ и 
где ЕЁ; (х) — некоторая промежуточная точка. При выводе формулы (7) 
мы воспользовались соотношением (3), $ 3, приложение. 

После подстановки (7) в (6) получим: 

о Е! ФА у (АННО (в уд 8): 
R (x) — = (k—il(n+it 1)! i (Е; On (x), ( ) 

где ЕЁ; — некоторые точки, заключенные в интервале между наиболь- 
шим и наименьшим из чисел х, ху, Хи, ..., Хи. 

Из (8) следует оценка погрешности формул численного дифферен- 
цирования 

  

Е 
RI _ 

LP (x) — Le (2) | < Мени ЕР@-+ини lon (x)|, 8%   

где Миь1 = max max |f(x)|. 
0$2$л-РА-+1 x€[a,6] 
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Рассмотрим случай равноотстоящих узлов Xe — x1 =h,i = 1, 2,. 
... п. Нетрудно видеть, что выражение в? (х) относительно ша- 

га Й есть величина порядка О (^^ НТТ). Следовательно, из (6) будем 
иметь 

R® (x) = FX Ms MON (VOW) =O). ©) 
Если точка х, в которой мы ищем Р-ю производную от функции 

{ (х), такова, что oo” (x) = 0, то порядок точности формулы числен- 
ного дифференцирования повышается на единицу. 

Рассмотрим наиболее часто применяемые формулы. 
Пусть нам требуется вычислить значение А-й производной от функ- 

ции | (х) в точке х = ж- В +} где символ {-} обозначает дробную 

часть числа. Построим для | (х) интерполяционный многочлен [.„ (х) 
с узлами х сти), .- Хь Хь ‹., Хь расположенными симметрично == 2 

— k 
относительно точки х, rae n = 21 — 2 = В силу построения мно- 

гочлен ®, (х) относительно точки х будет четным или нечетным в 
зависимости от того, четно или нечетно А. Следовательно, в любом 
случае будем иметь 

On (x) =0 (10) 

и неравенство (8’) с учетом (9). и (10) примет вид 

| Ff (x) — LY? <= 0 ("= Р. (11) 

Положим, например, Е = 2 и воспользуемся формулой Стирлинга 
(29), $ 1, в результате получим формулу численного дифференциро- 
вания 

l 

WN и — Г — 1)112 i гого = У орг Аа, = а 
i=] 

остаточный член которой согласно (8) и свойствам функции в) (x) 
имеет вид 

” (ay? 

При { = 1, 2 из (12) получаем наиболее часто применяемые формулы 

—2 f" (X,) == “АЕ — hi ЮР 

h2 ; 

Рони? (1—5 А. 
Если нужно найти производную в начальном узле таблицы, то 

можно воспользоваться формулой Ньютона для интерполирования 
вперед (24’), $ 1, дифференцируя которую будем иметь: 

n—l 

—1YY (1! ден ' f’ (x) eh Y, = — Af, = La (X). (15) 
0 > (+1) 0 ° 

  

(14) 
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Формулы вида (15) носят название однастэронних формул численного 
дифференцирования. 

Для остаточного члена формулы (15) nei соотношение 

’ ’ nl) n . 

f() — Ln oe) = er one) = et ом. (0 
В заключение рассмотрим влияние некорректности дифференци- 

рования при вычислениях приближенных значений производных с по- 
мощью формул численного дифференцирования. 

Пусть табличные значения функции ] (х) известны не точно, а © не- 
которой погрешностью. Причем об этой погрешности известно только, 
что абсолютная величина ее не превосходит :. 

Пусть необходимо определить [’ (хо). Воспользовавшись формулой 
(15), при п = 1 будем иметь 

a — fr I’ (xq) eho, (17) 
где погрешность (17) согласно (16) сценивается с помощью неравен- 
ства 

fi—fo Мл Г (%) — <—5_, M, = max | f" (x)]. (18) 
x€[a,b] | 

Но вместо правой части (17) вычисляем фактически другую величину 

hohe =hr и полагаем 
По о 

Г’ (= ВЫ , (17’} 

где fi— табличные значения [(х) и lfi—hil< g, i = 1, 2. Tlorpeur 
ность формулы (17”) уже вместо (18) оценивается другим неравенством 

f’ (%) — Ash | < (19) 
из которого следует, что с уменьшением А формула (17”) может давать 
сколь угодно плохое приближение к искомой производной [’ (хо) (наи- 

меньшее значение 2 У М»ё правой части (19) достигается при A= 
= 2Ve/M.,). 

Если же вместо формулы (17) применять формулу численного диф- 
ференцирования более высокого порядка точности, то положение 
несколько исправляется. Многоточечные формулы численного дифферен- 
цирования являются своего рода «регуляризатором» и дают значи- 
тельно лучшие результаты. 

      

Глава 3 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

В данной главе рассматриваются вопросы, связанные с приближе- 
нием функций в нормированных пространствах. Общая постановка 
задачи построения для заданного элемента | из линейного Dew, 
ванного пространства К элемента наилучшего приближения ФЕ М 
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(М, — линейная оболочка линейно-независимых элементов {@; }i—0) 
была рассмотрена в $ 1, гл. 1. Там же была доказана теорема о суще- 
ствовании хотя бы одного элемента наилучшего приближения (см. тео- 
рему 2, $ 1, гл. 1). 

Ограничимся здесь рассмотрением случая, когда В = Гра la, b], 
т.е. когда В совпадает с классом функций, суммируемых с р-й сте- 
пенью: , 

re 

ГЕГра а, В], если ||, = ( | f (x) |? da (x)} 

The a (x) — HeyObiBalollan dyHKUHA, p > 1 и интеграл понимается 
как интеграл Лебега — Стильтьеса. Причем, основное внимание бу- 
дет уделено случаям р =2 ир = оо, [ЕС[а, 6]. 

Если р = 22, К =1, 2, ..., то элемент наилучшего приближения 
будет обладать одним общим свойством, которое сформулируем в виде 
следующего утверждения: 

Теорема А. Пусть функции ф,(х) Е СШ, 6] (i =0, |, ..., n) 
образуют систему Чебышева на [а, 6] и линейная оболочка их обо- 
значена через М‚. Пусть Ф, (х) Е М, — наилучшее приближение к 
# (<) 6 Гель [а, 6] в М», тогда существует (п -Н 2) точки x, (i = 
—1, 2, ..., п -- 2) такие, что 

а<х<х. <... Зы < и < OD; 
$191 б (х;) = — $16 (ж41), i=1,2,..., n+1, 

2de § (x) =f (x) — D, (x). 
оказательство. Пусть Ф, — обобщенный многочлен наи- 

лучшего приближения и таких точек, о которых идет речь в теореме 
(Е < п- 2). Тогда в каждом из промежутков [x,, x41] (i = 1, 2, ... 

‚ — 1) найдется точка ЕЁ, при переходе через которую функция 
5 (х) меняет знак. Построим обобщенный многочлен, удовлетворяю- 
щий условиям 

ФЕ) =0, #=1,2,... А, [Фи = 
что всегда возможно, ибо множество М„ удовлетворяет условию Хаара. 
Тогда произведение 6 (х) Ф, (х) = Г! (х) — Ф, (х)1 Ф, (х) будет сохра- 
нять постоянный знак на [а, 6], и, не уменьшая общности, можно 
считать его положительным. 

Введем обобщенный многочлен 

D (x) = D, (x) + AD, (x) 
и рассмотрим выражение 

6 

и— ФИ. = | LF ) —®, () —A®, (2)]* da (x) =| f— 
2—1 b 

ь— Фи > (— 1)" Coen \ [f (x) — @, (x)]*” [@, (x)]" da (x) + 47, 
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Выберем \, как положительный корень уравнения 
2—1 

Рева (А) = — = (— 1)" [Che — RC pa] OV" = 0, 

где В, = | [7 (x) — BD, (x) [Ф, (х)]' аа (х) > 0, что всегда можно сде- 

лать, ибо многочлен Роь 1 (А) имеет нечетную степень и 

Pog—1 (0) = — 6—1 [С — ЕСЖ-Я = — бь1<0, Ри (- со) = 

Обозначим этот корень через А., тогда будем иметь 
b 

lf —Olz,,..=|f—©® он — —A,k | [fF (x) — Dg (x)] ®, (x) [Ff (x) — 

— Dy (x) — AyD, (x)? dex (x) <<] f — Dp Ie 
т. е. обобщенный многочлен Фу не является наилучшим приближением 
к / в М). Противоречие доказывает теорему. 

$ 1. СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 

В данном параграфе рассмотрены вопросы приближения функций 
7 (х), принадлежащих банаховому пространству В, функциями Q(x) € 
Е М,, где М, — конечномерное подпространство пространства В. 
Причем В = Н — гильбертово пространство со скалярным произве- 
дением (и, 9), норма и расстояние для которого определяются фор- 
мулами: 

1 

Juj=(,u)°; A(u,v) =|u—ol. (1) 
Основное внимание будет уделено тому случаю, Когда под скаляр- 

ным произведением (и, UV) понимается выражение 
b 

(и, 9) = | u (x) v (x) da (x), (2) 

где © (х) — неубывающая функция, и интеграл понимается в смысле 
Лебега — Стильтьеса. Тогда расстояние между функциями в терминах 
этого скалярного произведения есть среднеквадратическое уклонение 

в b I 
2 2. 

(u—v,u—v)” =Au, v) = {\ [a (x) —0 (x)? da (x) , (3) 
а 

Если & (х) является функцией скачков, т. е. если она кусочно-постоян- 
на и имеет скачки величины о; в точках х; 6 [а, 6], то скалярное про- 
изведение (2) сводится к сумме 

(4, 0) = Di pu (x) 0(x), ео 
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которая задает скалярное произведение функций дискретного аргу- 
мента. Расстояние (3) для этого случая принимает вид 

1 1 

(u—v,u—v)? =A(u, v) = [Ури (#д —о (дв ?. 6) 

Построение среднеквадратических приближений функций оправ- 
дано в силу следующих причин. Часто приближаемая функция / (х) 

известна неточно, ее значения ] (х) получены из эксперимента и со- 
держат случайные ошибки, поэтому нет смысла требовать равномер- 

ной близости @ (x) K / (x). Целесообразно добиваться «интегральной» 
близости. Как показывает практика, приближающие функции, по- 
строенные по методу среднеквадратического приближения, значитель- 
но лучше представляют реальную функцию [ (х), чем интерполяцион- 
ные многочлены. Кроме того, среднеквадратические приближения 
позволяют расширить класс В приближаемых функций. При рассмот- 
рении равномерного приближения ограничиваются классом С (5) не- 
прерывных функций на компакте э и это требование существенно, 
если ставить задачу равномерного приближения функций [ (х) мно- 
гочленами. В случае же среднеквадратического приближения нужно 

b 
лишь требовать существования | [f (x)]? da (x), T. e. MOXKHO прибли- 

жать функции из класса [2 [а, 6]. 
Приведем формулировку задачи среднеквадратического приближе- 

ния в терминах общей задачи приближения линейных операторов 
(см. $ 1, гл. 1). Здесь Е (1) =f (x), ViEB, F,:B>M, u F, (f/f) = 

п 

= У С, (*), где {Ф, (х)} о — система линейно-независимых Ффунк- 
k=0 

ций из В, замыкание линейной оболочки (над полем комплексных чи- 
сел) которых образует М)». В качестве банахова пространства В взято 
гильбертово пространство Г.2„ [а, 6]. Необходимо по заданной функ- 
ции / и заданному & > 9 найти такой оператор Ё»„, что 

| Е (f) — F,, (f) es oe = | | — я CP, Heo ce — A (7, У С,Ф,) < 2, (4) 
К==0 

где Л (и, 9) определяется формулой (3) либо (3’). 
Понятно, что самое лучшее, что можно сделать, оперируя с подпро- 

странством M,, это найти элемент наилучшего приближения (CM. 
определение 3, гл. 1). Существование и единственность такого элемента 
гарантируется теоремой 3, гл. 1. 

Любой элемент ГЕН = [2 [а, 6] можно единственным образом 
представить в виде 

Ё=Ф-У, (5) 

где фе М; и является проекцией [на М, и 9-1 М, (приложение, 
$ 1). Тогда будем иметь 

(v, u) = (f—9, u) =0, VueM, С 
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и, следовательно, Фф — элемент наилучшего приближения (см. $1, 
гл. 1), т.е. элемент наилучшего приближения для { в М, является 
проекцией этого элемента на М». 

1. Построение элемента наилучшего приближения 

Поскольку элемент наилучшего приближения ФЕМ,, то имеет 
место представление 

п 

ф (х) = > CQ; (x) (7) 
t= 

и задача построения элемента наилучшего приближения сводится к 
определению комплексных коэффициентов С; (7 = 0, 1, ..., п). На ос- 
новании (6) получаем следующую систему: 

(if — @, ф,) = 0, Е = 0, 1, ..., п (8) 

или с учетом (7) 

2. С, (Фь Фь = (9%), #=0,1, ..., п. (8') 

Определитель этой системы есть определитель Г рамма 

| k=0.n 
G (Po, Dis coos Фи) — | (Qi, @,) on (9) 

построенный по системе линейно-независимых функций. Следователь- 
но, @ (Фо, Фа, ..., Фи) Е 0 и система (8’) имеет единственное решение 
C; (i = 0, 1, ..., п), найдя которое, можно сразу определить ф (х). 

Найдем теперь отклонение элемента ] от ф, т. е. величину 

А? (р = —ФЁР= (— $, [— $) = (—Ф)—(—Ф, 9) = 
= —Ф, ) = ИР, 7. 

Из последнего соотношения вместе с (7) получаем 

A? (f) =I FP 2 Ci (Gn A. (10) 
Рассмотрим следующую систему уравнений: 

2: 4 (Pr Pp) + dati (f, ф,) = 0, Е = 0, l, eee, A; 

a di (Pty f) — dn4i [A® (f) —| FIP] = 0. (11) 

Сравнивая (11) с (8’) и (10), легко заметить, что однородная система 
(11) относительно 4; (7 = 0, 1, ..., п-- 1) имеет нетривиальное ре- 
шение 

d;=C, i=0,1,..., 2; day=—l. (12) 
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Следовательно, определитель ее 

(Фо, Фо) (Фа, Фо) ... (Pn Фо) (Г, Фо) 

(Фо, $.) (Pir Pn) +++ (Pao Pn) (fs Pa) =9, 
(Poy f) (Фа, i) eee (Pns 1) (Г, [) — (/) 

отсюда получаем 

А? (f) — С (Фо, Фь -.., Фь (13) 
  

С (фо, Фи +... Фи) 7 
где использовано обозначение (9). 

Поскольку соотношение (13) имеет место УСН, индукцией уста- 
навливается справедливость следующей леммы: 

Лемма 1. Определитель Грамма СЦ (Ф, Ф., ..., Ф„), построенный 
по любой системе линейно-независимых функций ФЕН = 0, 1, 
... И), — положительный. 

Если {фо — ортонормальная система в Н, т. е. 

(Фь фу =б, Ь]=0,1,..., п, (14) 
то система (8’) становится системой с диагональной матрицей и имеет 
следующее решение: 

С: = ({, $), 1=0,1,..., п. (14’) 
Формулы (14’) показывают, что в этом случае С; являются коэф- 

фициентами Фурье элемента { по ортонормальной системе {(ф; о, 
элемент наилучшего приближения ф является отрезком ряда Фурье 
и формула (10) принимает вид 

Ар =ИРЫ— © С, 99 = И [С.Р (15) 

1. 
2 АЮ= {ИР Си)? 

Из (15) вытекает неравенство Бесселя 

Х 1 «ИР, (16) 

следствием которого является сходимость ряда >) |C,|*. 
n=0 

Заметим, что с помощью процесса ортогонализации Шмидта лю- 
бую линейно-независимую систему элементов {ф;} в Н можно при- 
вести к ортонормированной системе. 

Обозначим через ф® элемент наилучшего приближения | в под- 
пространстве M,. Возникает вопрос: будет ли ф® —.] при п-+ оо. 
Ответ дает следующая теорема: 

Теорема 1. В гильбертовом пространстве Н последовательность 
наилучших приближений ф®, построенная по полной ортонормальной 
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cucmeme {qQ;\i-0 (отрезок ряда Фурье), сходится к этому эле- 
менту. 

Доказательство. Докажем сначала, что последователь- 
ность ф® (п — 0, |, ...) — фундаментальная. Действительно, в силу 
ортонормальности системы {ф;} будем иметь 

п п 

Jo? —o™ P =| УХ СЁ = М [С,Ё. 
i=m+1 i=m-1 

оо 

Ввиду сходимости ряда » |С;|? правая часть последнего выраже- 
i=0 

ния может быть сделана сколь угодно малой за счет выбора достаточно 

больших т и п. Обозначим через ] выражение Ит ф®, которое суще- 
пс 

ствует вследствие полноты пространства Н, и рассмотрим скалярное 
произведение 

и фь) = (—> Сфь Ф,) = 

= (— > Сюь, —(% СФ, Ф) =0, Е=0,1,...,п (1?) 

(равенство нулю следует из (8) и (14)). Из полноты ортонормальной 

системы {Ф;}:-о получаем, что (17) может иметь место только тогда, 
когда 

| — р, 

что и требовалось доказать. 
При выполнении условий теоремы 1 будем иметь 

п 

р = АР ХС, 
откуда после предельного перехода в обеих частях по П — oo, полу- 
чим так называемое равенство Парсеваля 

SCP = I/F (18 

2. Среднеквадратические приближения функций 
алгебраическими многочленами 

Пусть Н = Г2,о [а, 6] — вещественное гильбертово пространство 
со скалярным произведением (2), в котором функции, отличающиеся 
друг от друга на множестве меры нуль, считаются равными. Сходи- 
мость в этом пространстве есть сходимость в среднем относительно рас- 
пределения 4% (х). В качестве М»„ возьмем линейную оболочку много- 
членов с вещественными коэффициентами степени не выше п, т. е. 

M, = U л;. Для многочлена наилучшего приближения Р, (х) функ- 
1—0 

ции [ (х) имеет место следующая теорема (частный случай теоремы A): 
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Теорема 2. Пусть Р„ (х) — многочлен наилучшего приближения 
K f (x) € Loala, 6), тогда Эх; 6 [а, Ь] (не равные между собой), 
в которых 

sign |f (*;) —P, = си sign [f (i41) — Pp (xi+1)], 
| -t=0,1,...,n+1. (19) 

При определении коэффициентов многочлена Р,„(х) наилучшего 
приближения в смысле среднеквадратического, как следует из пунк- 
та |, целесообразно в качестве системы линейно-независимых функций 

{Фиго Е [2 [а, 8] взять последовательность многочленов р, 
образующих ортонормальную систему в Го [а, 6 

(рь Р) = i Pr (x) pj (x) da (x) = 8. (20) 
Тогда многочлен наилучшего приближения Р›‚ (х) запишется в виде 

п 

Pa(t) = 44 Ci; (2); (21) 

а коэффициенты С; будут согласно (14’) определяться формулой 

C,= (fp) = JS F(X) By (2) da (2). (22) 
Имеет место следующее обобщение теоремы Вейерштрасса: 
Теорема 3. Пусть | (х) Е Г2.« [а ,6], интервал [а, 6] — конечный. 

Tozda Ve > 0 существует такой многочлен Р„ (х), что 

IF—Pal = (\ IF () — Pn (I? da (x)}® <e 

т. е. система ортонормальных многочленое {ру (х)}:-о является замк- 
нутой, а следовательно, и полной в [2 [а, 

Заметим, что ограничение на конечность интервала [а, 6] являет- 
ся существенным. 

Доказательство. В силу свойств интеграла Лебега — 
Стильтьеса каждую функцию | (х) Е Loa la, 6] можно сколь угодно 
точно приблизить в смысле метрики пространства Ё2„»[а, 6] после- 
довательностью непрерывных функций f/f, (x). B силу теоремы Вейер- 
штрасса для всех [, (x) H Bcex &, > 0 существует P,, (x) — многочлен 
с рациональными коэффициентами и такой, что ЧА, — Pale < en 

Это значит, что 

Рае да «РР а at} Н |, — Paleo atao1< 

S <i —Falleo,qfa.61 + К] — Р.С —>0, 

b 1 
2 

где К = К 4 (х) |“, т. е. множество многочленов с рациональными 
а 

коэффициентами плотно в [2,а [а, 6]. Отсюда и следует утверждение 
теоремы. 
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В отношении неограниченного интервала [а, 6] справедлива сле- 
дующая теорема: 

a 

2 48 Ln (x)}nwo — полная в [ох (0, оо); Теорема 4. Cucmema {e 

cucmema {e > Н„ (х)} о — полная в [2х (— 0, со), где [7 (х) — мно- 
гочлены Лагерра, Н» (х) — многочлены Эрмита (приложение, § 2). 

Доказательство теоремы опускаем. 
Объединение теорем 1, Зи 4 приводит к следующему результату: 

Vi (x) € Log [а, 6], где распределение а (х) и [а, 6] соответствуют 
классическим ортогональным многочленам; ряд Фурье, построенный 
по нормированной системе классических ортогональных многочленов, 
сходится в [2а [а, 6] к [| (х). 

Для случая, когда @ (х) — функция скачков и скалярное произ- 
ведение в гильбертовом пространстве Log la, 6] задается формулой 
(2’), в качестве линейно-независимой системы функций {ф,} можно 
брать ортонормальную систему многочленов дискретного аргумента 
(приложение, $ 2). Рассмотрим следующий пример: a 

Пример 1. Пусть в скалярном произведении (2’) р; = 1 ий = 0, 1,...,М—1, 
т. е. 

N—1 

(u, = У и(хд о (x), (23) 
i=0 

и необходимо построить многочлен наилучшего приближения степени т < N — | 
для функции ] (х), значения которой } (1) (1 = 0, 1,..., М — 1) — известны. 

Этот случай довольно часто встречается на практике при уравновешивании ре- 
зультатов наблюдений. В качестве линейно-независимой системы функций {фр} возь- 
мем нормированные многочлены Чебышева дискретного аргумента 

  

_ — М 
th nv (x) = R! iN т (* b \ |v. = ty (x)/Ne, (24) 

1 

| М(№2 — 12) (№ — 2)... (№— 2) [2 — 
м | ЕЕ | , k=0,1,..., N—1, = (25) 

которые образуют ортонормальную систему в смысле скалярного произведения (23). 
В качестве подпространства Мп © [6 а [0, N — 1] (m< N — 1) вводится линей- 

ная оболочка многочленов т-й степени. Тогда согласно формуле (22) для коэффици- 
ентов элемента наилучшего приближения, 

Pin (x) = > Coty n—1 (*), | (26) 

построенного для функции { (х) @ [5 (0, N — 1], получаем формулу 

№М—1 

Ср = У 10 м1, р=0,1,..., т. (27) 
1=0 

Если значения функции | (х) известны в равноотстоящих узлах хЕ [a, 6}, i= 
= 0, 1,..., М — 1, м —x_,=4,1= 1, 2,..,N—1u x 41, TO линейной заме- 

ной независимого переменного 

—_ Х— Ха 

f= h 

всегда можно прийти к рассмотренному выше случаю. 
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3. Среднеквадратические приближения функций 
тригонометрическими многочленами 

Пусть приближаемая функция | (х) 6 Г. [0, 25] и в качестве 
системы линейно-независимых функций {ф;} выбрана тригонометриче- 
ская система 

1 1 | 
COS X, sin x, —— Cos 2x, sin 2x, ... 28 VR? Vee VE Te уд 7 

которая, как известно, является полной ортонормальной системой 
в [2х [0, 2]. Полнота системы (28) вытекает из второй теоремы Вейер- 
штрасса о плотности системы тригонометрических многочленов вида 

  

T,, (x) = (29)                     

в пространстве С [0, 2л] и неравенства 

lf —T, lnw< (21)? lf— Т» с. 

Согласно результатам п.1, тригонометрический многочлен (29) будет 
элементом наилучшего приближения для | (х) в том случае, если его 
коэффициенты являются коэффициентами Фурье функции ] (х), т. е. 
определяются формулами: 

2л 

a, = << т f(x) cosixdx; B, = x) f (x) sin ixdx, (30) 

  

1=0, 1,2, ..., п. 

Функцию [ (х) также можно приближать в смысле среднего квадрати- 
ческого тригонометрическими многочленами, построенными по систе- 
мам функций 

  

1 2. 2 | 
Va’ У cos x, = COS 2x, ...5 (31) 

У — зил, V2 sin 2x, — sin 3х, ..., (32) 

являющимися полными ортонормированными системами в [.2,х [0, п]. 
Если @ (х) является функцией скачков и величины скачков 0; 

точках х, Е (0, 2^] (= 1,2, ..., М) все равны 1, то, естественно, воз- 
никает вопрос: при каком расположении узлов х; система тригономет- 
рических функций 

1, созх, sinx, ..., cosnx, sinnx (N >2n- 1) (28’) 

будет ортогональной в [2„= [0, 2п ]? 
Легко убедиться, что ортогональность достигается в случае, когда 

. Qn . 
x, =t-—-, i=1,2,...,N, (33) 

20 
т. е. являются равноотстоящими с шагом А = >. 
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Многочлен Т, (х) будет многочленом наилучшего приближения 
для | (х) в [2 [0, 2 пл], если коэффициенты его определяются фор- 
мулами: 

м 2 1— di . 2 а) =-г 2 F (x4) cos ix,, 6; = —- 

T
M
z
 

f (x,) sin ix,, (34) 
1 

t1=0,1,..., ПИ, 

где х, определяется из (33). Формулы (34) носят название формул 
Бесселя. 

4. Применение метода наименьших квадратов 
в смежных вопросах 

Сглаживание результатов наблюдения. Пусть в результате наблю- 
дений для значений аргумента ху, ли, ..., х, Получена таблица значе- 
ний функции ] (х). На практике обычно ху, х1, ..., х, находятся точно: 
или во всяком случае значительно точнее, чем | (хо), ..., | (хь). Будем 
предполагать, что систематические ошибки, а также грубые ошибки 
при определении [ (х;) исключены. С целью уменьшения случайных 
ошибок и получения более плавной функции ] (х) применяют процесс 
сглаживания, состоящий в том, что полученные в результате наблю- 

дений значения ] (х;) заменяют значениями ] (х;), которые дает вы- 
бранный нами способ сглаживания. 

Опишем способ сглаживания, основанный на методе наименыпих 
квадратов. Предположим, что Хх; — хи = й 1 = 1,2, ..., К, все из- 
меренные значения | (х;) имеют одинаковую точность и функция [ (х}: 
на каждом участке, охватывающем Л узлов, может быть достаточно 
хорошо приближена многочленом т-й степени, т < № — 1. Чтобы 
найти сглаженное значение ] (х,) в точке х;, выбирают М четным и узлы, 
x м (р =0, 1, ..., №), для которых х, является средним узлом. 

> -р 

По имеющимся из наблюдений значениям [ (x )p =0,1,..., 

2 

с помощью многочленов Чебышева дискретного аргумента строят мно- 
гочлен наилучшего приближения Р„(х), коэффициенты которого’ 
определяются формулой: 

r=0 i— 

МЬ—1 

С, = Dix мм, р =0, 1, ..., т. 

После чего полагают 

= № — 1 
f (%,) =P, (42>). 

Для практического использования можно заранее найти при за- 

данных т и М выражения } (х;) через (х м ) р=О0,,..., М, 
р —_ чииньненнь 

2 

6Ё



т. е. коэффициенты разложения 

  

    

_ N—1 m М—1 _ _ М —1 

7%) = P| 2 )-3(3 rw) ‘рем 0) a | 2 |= 
N-1f[ m _ _ N—1 

— 4 LS, to,n—1 (7) tp,w—1 ( 5 ) | (хо м) 

Приведем несколько таких выражений, где для кратности введем обо- 
значения [ (х;) = |; 

m= 1 

N == 2 F(x) =U fiat f+ fouls 

N=4 i (x) = [fie + ар Ра + fisels 

m=3 

N= 4 F(x) =p [—Bfi-2 + 12a + Tf + 1241 — Зы; 

N =6 f(x) =p [— 2fi-a+ 3fio+ Of + The + Bhi + 
+ 3fi42— 2f:+43); 

m=5 

N = 6 f(x) =-sy7 [6-3 — ЗО» 75 + 131 f; + 75а — 
— 30fi+2 + Ofi4s); 

N = 8 F(x) =p U5fia — 55fi—a + 30fi_2 + 135fi1 + 179f; + 
+ 139fi41 + 30fi42— dofi43 + 1ofi+4]. 

Иногда сглаживание производят несколько раз, однако при этом сле- 
дует отметить, что многократное сглаживание может сильно исказить 
истину. 

Построение эмпирических формул и решение систем нелинейных 
алгебраических уравнений. Пусть в результате измерений функции 
у (х) прих =, х=х,, ...х =, 61а, 5] получена таблица вели- 
чин и; и мы хотим на основании этих данных построить аналитическую 
функцию _ 

y (x) = F(X, аи, а», ..., An), (35) 

3aBHCALLYIO OT m (m <n) MapaMeTposB Q;, i = 1, 2, ..., m, MOCTaTOUHO 
простого вида и которая достаточно хорошо приближала бы функцию 
у (х) на всем промежутке [а, 6]. 

Вид функции / и число параметров в некоторых случаях известны 
из каких-либо дополнительных соображений, в других случаях эти 
функции определяют из графика, построенного по известным значениям 
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у (х;}), а число параметров подбирают так, чтобы эмпирическая фор- 
мула наилучшим образом отображала результаты наблюдений и 
была достаточно проста. Поставим задачу: по известным ху, ..., X, H 
у, .... И, Найти значения параметров а1, ао, ..., ат (п > т). Если бы 
значения у; и х; были известны точно, то задача принципиально ре- 
шалась бы просто: нужно было бы из системы 

Yy = F(X, Ay - 00, An); 
о =f (Xo, С, eee 9 ат); 

(36) 
e e eo . e ° e e e e e 

у = (Хи, а, ...у ат) 

взять 1 уравнений и найти из них значения а; (предполагается, что: 
эта система имеет единственное решение). При этих значениях пара- 
метров остальные уравнения тоже удовлетворялись бы. Если же и; 
являются приближенными (что и бывает на практике), то, найдя из 
каких-либо т уравнений значения а; (1 = 1, 2, ..., т), убеждаемся, 
что эти значения не будут удовлетворять остальным уравнениям, т. е. 
система (36) чаще всего будет несовместной. Поэтому постараемся так 
определить значения параметров, чтобы в некотором смысле все урав- 
нения системы были удовлетворены с наименьшей погрешностью. 

Параметры а1, .... ап Можно определять из условия минимума 
функции 

Фа (а1, eee 9 An) = Llu FH ат, ...у An) |". 

Если погрешности в значениях Yi по отношению к и; считать случай- 
ными величинами с нормальным законом распределения Гаусса, то 
эмпирические формулы, в которых а1, .... аа определены из условия 
минимума функции $. (аи, ..., ат) при п » т, наилучшим образом 
согласуются с результатами эксперимента. А практический опыт по- 
казывает, что случайные погрешности значений у чаще всего имеют 
закон распределения, близкий к нормальному распределению Гаусса. 
Поэтому рассмотрим метод определения параметров аи, ..., а, исходя 
из минимизации функции 

п 
® 

— 2 
5» (а, coy An) = 2 (Yi —f (Xi, а1, ..., An)) . 

= 

Этот метод называется методом наименьших квадратов. 
Рассмотрим некоторые способы решения поставленной задачи. 

  

Если функция $. (а1, ..., аи) достигает абсолютного минимума внут- 
ри области изменения параметров аи, а., ..., ат, то для определения 
точек, подозрительных на экстремум, запишем систему 

п 

OS, . дЁ (хр, а, ..., ат) 
а =—2 > [Yi —f (Xj, --- 5 @м)] dan = 0 

(k= 1,2, ..., m). (37) 

Определив все решения системы (37), принадлежащие области изме- 
нения параметров а1, а, ..., ат, И выбрав то решение, для которого 
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5. (а, ...,. ал) имеет абсолютный минимум, получим искомые значения 
параметров. 

Пусть [ (х, а1, .... ат) — линейна относительно параметров Qj, ... 
.... ал. При прежних обозначениях в этом случае требуется найти 
такой вектор , , | , 

r= Aye, + Ane, + +++ + Onl, 
чтобы | 

= —y* hb =V (’, bh’) = шаг — у* | = minV (®, №). 
ГЕЮ ГЕК 

Известно, что если й’— элемент наилучшего приближения, то для 
любого ГЕ Юя 

(№, г) =0 
или ‚ 

(h',c) =O (¢=1,2,..., m). 

Из последнего условия для отыскания а1, ..., ат получим систему ли- 
нейных алгебраических уравнений 

т 

Di a; (ci, €) = (yt ex) (R= 1,2, ..., m) (38) 
I= 

© симметричной матрицей 

(Cy, Cy) (с, с)... (См, ©) 

с, с Co, Cy) ... (Ст С $ — ( 1, 2) ( 2) 2) ( т’ 2) . (39) 

(ст, Ст) (Co, Cm) ... (Cm Ст) 

Систему (38) называют системой нормальных уравнений. Если векторы 
с, ..., Сп Линейно-независимы, то определитель матрицы как опреде- 
литель Грамма положитэлен и система (38) имеет единственное реше- 
ние. Если же с1, ..., си Линейно-зависимы, то |5 | = 0 и система (38) 
имеет не единственное решение. Существуют приемы решения систем 
вида (38) и в этом случае, причем некоторые естественные условия на 
1, .... @т вполне определяют нужное решение этих систем. 

Заметим, что система нормальных уравнений может быть записана 
в виде 

с*са’ = с*у*, 
где 

Ci Cio ... Ст 

С С. ...Н Co Cu 721 “2 т |. 

Cri Сп... Спит 

с* — матрица, транспонированная к с. Следовательно, систему нор- 
мальных уравнений можно получить, если систему условных уравне- 
ний са’ = у* умножить слева на с*. 

Рассмотрим теперь случай нелинейной зависимости функции ] (х, ау, ... 
.... ал) от параметров, но предположим, что известны приближенные 
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0 0 
значения параметров 41, ..., ат, отличающиеся от искомых значе- 

HHH 41, .... ат Малыми поправками а, ..., “и и функция ] (х, ал, ..:, ам) 
дифференцируема по ал, ао, ..., ат. Тогда имеют место приближенные 
равенства 

0 0 < 0 0 | 
i (x;, ал, eee 9 a.) =— f (x: Q1, eee 9 ат) —- 2 fa, (x;, Ц, офоу ат) Op. 

Если ввести обозначения 
, 0 0 e 

fa, (Xs M1, wee) Om) = Ce (= 1,2, ..., И; R=1,2, ..., m);. 

Yi—F (Xp Gi, vee y Om) =H (= 1,2, ..., 0), 
TO для 0, 6%, .... @и получим систему условных уравнений 

Са = у**, | (40) 
жж жж a He 

где & = (A, GM, -.-, м), и** = (И, у; .-.; т). Обозначив реше- 
ние системы нормальных уравнений, соответствующей системе (40), 

0 0 
через о, 2, ..., ат, получим следующее приближение параметров: 

1 0 0 1 0 0 1 0 0 
и = а - 0; а2 = а2- 92; ...; ат = @т- 9. 

Принимая их за новое начальное приближение параметров, можно 
продолжить процесс уточнения до тех пор, пока с заданной точностью 
поправки не будут равны нулю. 

Изложенный выше метод легко распространить на случай опре- 
деления параметров ал, ао, ..., аш Из системы г эмпирических формул 
с п независимыми переменными: _. 

Yi —_ hi (x1, eee 9 Xn ат, ооо) ат); 

у = (м, --., М, @ --., ат); 

Yp =F (Xa oy Xqy Ay oo Am), 

если для точек (ХО, хп, ..., Xn) (i= 1,2, ..., М) известны приб- 

лиженные значения и” = р (хо, ..., ХО, а, ..., ал), причем М 3 т. 
В заключение отметим, что на задачу приближения функций, задан- 

ных таблицей значений, с помощью алгебраического многочлена сте- 
пени т по методу наименьших квадратов можно смотреть как на за- 
дачу построения эмпирических формул в виде многочлена степени т. 
Роль параметров в этом случае играют коэффициенты многочлена, 
причем система условных уравнений имеет вид 

т, 

k . 
Р(хд = 24 agi (1 = 1, 2, ...у п), 

а коэффициенты многочлена наилучшего приближения в смысле ме- 
тода наименьших квадратов будут находиться как решение системы 
нормальных уравнений. 
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$ 2. РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Пусть в соответствии с общей постановкой задачи о приближении 
функций (гл. 1, $1) 1(х) ЕС (5), т.е. [(х) принадлежит банаховому 

пространству функций, непрерывных на компакте 5, и пусть {Ф; (х)}1о6 
ЕС ($) — последовательность линейно-независимых функций. Замы- 
кание линейной оболочки над полем К, функций {ф; (х)} обозначаем, 
как и раньше, через М,„. Задача равномерного приближения состоит 
в нахождении для [ (х) элемента наилучшего приближения Ф, (х) Е 
Е М, в смысле метрики пространства С (5), т. е. для Dy (x) должно 
выполняться соотношение 

An (f) = Anq(f, Do) = inf | f —®lc = inf max|f(x)—O(%)|. @ 
DEM, MEM, xES 

Существование хотя бы одного элемента (обобщенного многочлена) 
наилучшего приближения гарантируется теоремой 2, $ 1, гл. 1. Для 
единственности обобщенного многочлена наилучшего приближения 
согласно теореме 3, $ 1, гл. 1 необходимо и достаточно, чтобы система 

(ф.о была системой Чебышева на 5. 

1. Свойства наилучшего приближения 

Как было показано в $ 1, свойства наилучшего приближения очень 
просто получаются из геометрических свойств гильбертовых про- 
странств. В случае равномерных приближений дело обстоит значи- 
тельно сложнее и тем не менее и здесь возможен «геометрический» под- 
ход. 

Пусть $, имеет тот же смысл, что и в лемме 1, $1, гл. 1, т. е. 

$1 = {$65:10 (5) | = А, (1}, (2) 

6 (s) = Dy (s) —f (5). (3) 
Разобьем $; на два подмножества 5-1 и 5—1, которые определим 

следующим образом: 

где 

S, = ($65:: Е $110 ($) =1}, А=-1. (4) 

Рассмотрим совокупность векторов вида 

ф (5) = ($: (5), SES, . (5) 
которые являются элементами А„-+1. Выделим из множества векторов 
(5) Te, для которых $ Е 3:1, и введем обозначения 

L, = {sign k(s):s€S,}, Е=-1; = (6) 
По построению все множества $1, 5-1 являются компактными, а сле- 
довательно, будут компактными и L, 2+1. Для любого множества L 
через Г. ° будем обозначать наименьшее выпуклое множество, содержа- 
wee L, T. e. Qa Bcex m= 1, 2, ..., n, 2;€ L, i = 1, 2, ..., m, 

> р: Е 1°, ©; > 0, > 0; = 1. 
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Прежде чем привести геометрическую формулировку леммы 1, $ 1, 
гл. |, приведем следующую вспомогательную лемму: 

Лемма 1. Пусть Г. — компакт в ВЮ. Выпуклое множество 

C= {xE€ Rai: (l, 2) <0, VIEL} =P (7) 
тогда и только тогда, когда 0 Е Г.°, где (1, х) — скалярное произве- 

п 

дение в Юм: (К х) = D> 1х. 
i=0 

Доказательство. Необходимость. Пусть 0Е Г», т. е. суще- 
т 

ствуют т; КЕГ, #=1,2,..., т; р. >0, Хр; =1 такие, что вы- 
=! 

полняется соотношение 
т 

У р; = 0. 
i=] 

Если бы множество С было не пусто, т. е. не удовлетворяло (7), то 
нашелся бы хоть один элемент х, для которого выполнялось бы нера- 
венство (1, х) < 0 У{Е Ги, в частности, (д, *«) <0 (i = 1, 2, ..., т). 

т 

Но тогда | У рё, х] < 0, пришли к противоречию. 
=I 

Достаточность. Достаточность будем доказывать от противного. 
Пусть С = @ и OE L*. Поскольку наименьшая выпуклая обо- 

лочка компакта есть компакт (приложение, 5 1) и ОЕ Г, то в Юн 
найдется такой открытый шар 

В = {х:|х|<в, => 0} 

с центром в точке 0, что [° [] В = ©. Следовательно, найдется такая 
гиперплоскость 

Г = {© E Rass: (2, y) =i, y € Rati}, (8) 

которая разделит пространство А„-+: на две части так, что в каждую 
из частей попадет одно и только одно из множеств [.°, В. Точнее, по 
следствию из теоремы Хана — Банаха (приложение, $ 1) существует 
такая гиперплоскость (8), что 

(т, у) < ^, УжЕ[?; (9) 

(т у >^, УжЕВ. (9’) 

Так как 0 Е В, то из последнего неравенства (9”) вытекает, что A < 0. 
Тогда для фиксированного таким образом элемента y € Ras H3 (9) 
следует 

(х, у) <^<0, Уз Г, 
т.е. уЕсС в противоположность допущению, что С = @. Лемма до- 
казана. | 

Теперь мы можем дать геометрическую интерпретацию леммы 1, 
$ 1, гл. 1. | 

Лемма ©. Для того чтобы элемент Ф, Е М» был наилучшим. при- 
ближением к [в М,„, необходимо и достаточно, чтобы 0 [0, где 
L° — наименьшая выпуклая оболочка множества Г, из (6). 
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Доказательство. Согласно введенным обозначениям (6), 
условия леммы 1, $ 1, гл. |, можно записать в виде 

С = {$ Е Кьы: (& т) < 0, VlEL} = 0, 

где « = (x,)i-0; J = [sign 6 (s)] @ (s), s€ Ly. Ucnonp3ysa semmy 1, nosty- 
чаем доказательство требуемого утверждения. 

Приведем вспомогательную лемму. 

Лемма 3. Пусть последовательность {ф, ($) 1—0 6 С (3) является си- 

ft 

стемой Чебышева на $ и М, — ее aunetinan o6oaouxa. Ilycme g: M, > 
—. Ю, непрерывный линейный функционал, задаваемый формулой 

Е Е 
в (Ф) = > ^.Ф(х), (> #40) ‚ УФЕМ,, (10) 

| i=l i=l 

где х; == х; при Е =] их 5, 1 =1,2, ..., К. Тогда, если 

8 (Ф) =0, УФЕМ,, (ait 

то Е = п -|- 2 ичисла №; определяются с точностью до мультиплика- 
тивной постоянной. 

Доказательство. Пусть Е < п-- 1. Подставляя в условие (11) 
вместо Ф (х) последовательно элементы системы Чебышева {ф; (х)}:о, 
получим 

k 

g(0) = D9) %)=0, J=01, 25 0, (12) 
причем не все ^, равны нулю. Полагая ^; = 0 (1 = Е 1, ..., 2-1), 
если А < и -1, систему (12) можно записать в виде 

n+l . 

УХ A,9; (x) =0, j=0,1,..., 7. 
i=l 

Поскольку последняя система имеет нетривиальное решение, ее 
определитель должен равняться нулю. Отсюда приходим к противоре- 

чию, что {ф;(х)}0 является системой Чебышева на $. Итак, Ё = 
=f . 

Чтобы найти все /;, достаточно взять произвольное Аи-+2 и решить 
систему 

п--1 

> AP; (x;) — —An+429; (Xn+2), ] — 0, 1, coe, Nl, 

которая имеет единственное решение. В результате получаем решение, 
пропорциональное параметру Л„-+2. Лемма доказана. 

Теперь можно привести теорему, играющую фундаментальную 
роль в теории равномерных приближений. Для случая, когда ищется 
многочлен наилучшего приближения в С[а, 6], т.е. когда система 
линейно-независимых функций {ф,} совпадает с последовательностью 
многочленов (ф; (х)Е л;), эта теорема была впервые доказана П. Л. Че- 
бышевым. Поэтому будем ее называть обобщенной теоремой Чебышева. 

Теорема 1. Пусть {Ф, (х) о и М» те же, что и в лемме 3. Тогда 
для того чтобы элемент Фу (х) Е М, был наилучшим приближением 

68.



Kf (x) EC (S) ( € M,) @ M,, необходимо и достаточно, чтобы су- 
ществовали x;ECSup;>0 i=1, 2, ...,n + 2, удовлетворяющие ус- 
ловиям: 

[sign 6 (x,)]5(%) =A, (/), #=1,2,..., па, (13) 

n+2 

> 9; signd (x,) (х) =0, УФЕМ,. _ (14) 
[=] 

Доказательство. По лемме 2 элемент Ф, будет наилучшим 
приближением к [в М» тогда и только тогда, если 0 Е Г^. А согласно 
лемме Каратеодори (приложение, $ 1), 0 С [5, тогда и только тогда, 

k 
когда существуют ДЕЁир; >0, Ур, =1, где & <п- 2, такие, 

i=0 . 
Е а 

ЧТО 0 = У 0:4. 

t=0 

По определению множества /, (см. (6)), имеем: 
k 

0= a 0; sign 6 (x,) @ (x,), Xj Е S; 

или в координатной форме 
k 

0 = УХ pe, sign 8 (x;) 9; (x,), j=0, 1, ove, Me (15) 
f=] 

Из (15) и леммы 3 следует, что 0 [° тогда и только тогда, если имеет 
место (14), а следовательно, и (13). 

2. Равномерные приближения на отрезке 

В том случае, когда компакт 5 совпадает с отрезком [а, 6], тогда 
обобщенная теорема Чебышева значительно упрощается. Предвари- 
тельно докажем лемму, уточняющую лемму 3, для рассматриваемого 
случая $ = [а, 6]. 

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 3 с заменой $ на [а, В], 
тогда функционал g, задающийся формулой (10), имеет вид 

п--2 

8 (Ф) => ^Ф (х), УФЕМ,, (15) 
i=l 

где а< хх < № <... < хо В, АМ < 0, 1=1, 2, .., П-1. 
°_ Доказательство. Согласно лемме 3, необходимо доказать 
только чередование знаков в последовательности А,, # = [, 2, ..., п + 

-- 2. В виду того что {ф; (хо — система Чебышева на [а, 6], по 
теореме |, $ 1, гл. 1, существует единственная функция ФЕМ, и 
такая, что 

O(x,) =0, t=1,2,..., 2+2, tj, j+1, 

MO (x;) =]. 

Легко видеть, что @ (x;11) >> 0, иначе, будучи непрерывной функцией, 
на отрезке [х;, х;+1| она должна была бы иметь (п -{ 1) -й нуль, что 
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противоречило бы условию Хаара. Подстановка функции Ф (х) в (11) 
с учетом (16) приводит к соотношению 

g (D) = Ay + Aj41 (x41) = 0, 
из которого и следует требуемое утверждение. 
_ Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 для $ = (а, 6]. 
Функция Ф, (х) Е М, будет элементом наилучшего приближения к 
f (x) €C [a, 8] тогда и только тогда, если существуют точки ху, 
удовлетворяющие условиям: 

ах <. <. +: Зи SO; 

15 (*)| = А, Ф, #=1,2, ..., П-2; (17) 

6 (х)) = — 6 (ха), #=1,2,..., В+. (18) 

Доказательство. Необходимость. Выполнение условий 
теоремы 1 приводит к справедливости (17), а лемма 4 с ^; = вп 6 (х4)о; 
(ij = 1, 2, ..., п-- 2) — к справедливости (18). 

Достаточность. Пусть Ф Е М) является такой функцией, что вы- 
полняются условия (17) и (18). Построим по точкам х; (1 = 1, 2, ... 
... В+ 2), также как и при доказательстве леммы 3, функционал (10) 
со свойством (11). Изменив в случае необходимости знак у всех A, 
можно считать, что Sign (A,) = sign 6 (х!). | 

По лемме 4 Л; <0, =1,2,..., П-- 1. Тогда согласно (18) 
signa, = signd(x,) (§ = 1, 2, ..., П-+- 2) и, взяв p, = |A,| (= 
=1,2,..., П- 2), получим 

g(®)= DAM (x) = & er signd (x) D(x) = 0, УФЕМ,. 

Тогда по теореме 1 Ф = Ф, — наилучшее приближение к | в М,. 
Определение 1. Набор точек х, (1 = 1, 2, ..., п - 2), удов- 

летворяющих условиям (17) и (18), называется чебышевским альтер- 
нансом. 

Приведем некоторые оценки для величин Ди (!), когда Ми = ли. 
Пусть /: С [а, 6] > К! — непрерывный линейный функционал, являющийся 

разделенной разностью (п -- 1)-го порядка, 

  

У 19 Хх: 

[(Р) — [ (х1; Xo; eee Xn+2) = 3 ©’ (x) (19) 

(приложение, $ 3). Очевидно 
п--2 1 

У, yo’ Gl’ (20) 

= 

где 
п--2 

в (х) = [] (*— 2). 
i=! 
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Преобразуем функционал [ так, чтобы норма его стала равной единице. Для этого 
достаточно умножить его на соответствующую постоянкую, после чего будем иметь: 

n+2 

U(f) = NL (f) = >) Auf (xd), rae Az = [o’ (x)? WITS (21) 
i=1 

п--2 i —1 

М = —— = ИГ". » w aT | И 

Оценка 1. ¥ f(x) EC Cla, 6] u x; Ela, 6] @(=1,2,..., п- 2) будем иметь: 

>И, (22) 
где наилучшее приближение ищется в классе многочленов 1-й степени, т. е. Мл = ди. 

Доказательство. Так как на основании свойств разделенных разностей 

I (f) = 0, %ЕЕ ли и, кроме того, |1 | = 1, то 

ПРЕ ИФ- < ИФ—71<Ф-—1, УФЕм». 
Отсюда получаем 

11 < inf |O—F] =A, (/) 
men, 

и оценка (1) доказана. 
Оценка 2. Если для некоторого многочлена Ф (х) Е. Лпи различных точек x; © 

Е [а, 6), i= 1, 2,...,2+ 2, 

sign 8 (xi) = — sign 6 (41) +0, i=1,2,...,n+1, 

TO 

min | 6 (x;)| < An (A), (23) 

где 0 (х) = Ф (x) — f (x). 
Доказательство. Из формул (21) видно, что МА < 0 для всех { = 

= |,0,..., П-- 1 (см. доказательство леммы 3). sre 

n+2 . 

ra =|1@—/f)l= pay {0 (x) —Fed|= | Acll D (xi) — F (x) 1 > 
i=1 

n+2 

> min | © (%) —f(x)| >) lac] = min | 6 (x1 | 
i=1 t 

и оценка (2) доказана. 

Оценка 3. Если ymca F(x), e (xy € CPF) [1,1 fT (wD) < ght (x 
Ал (2). у хе [-— 1, 1], то Ап < 

Д оказательство. Пусть сначала имеет место строгов неравенство 

er (x) |< g* FT) (x) yx € [—1, 1]. Предположим противное, т. е. Ли (/) > Ал (2). 
озьмем многочлены наилучшего приближения Фу, (х) и Фу (х) соответственно к 

функции { (х) ис (х) в лл и положим 

hy (x) = [oy (x) — 1 (%)] + [Фо (<) —& (5) ] = 8, (х) - 6, (%); 
hy (x) = 6, (х) — 5, (x). (24) 

Пусть x; (@= 1, 2,:.., 2+ 2) — точки чебышевского альтернанса для 6, (х) = 
= Фу; (х) —} (x). Тогда в силу нашего предположения 

hy (x1) hy (x) > 9, i=1,2,..., 2+2; 

hp (x1) Вы (хи) < 0, i=1,2,...,n+1; k= 1,2. (25) 
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Вычислим разделенные разности (п -- 1)-го порядка от введенных функций (24): 

Ap (X35 Xs oe eS Xn49) = 

i=l 

которые в силу (25) и свойств разделенных разностей будут иметь одинаковые знаки, 
а вместе с ними и выражения: 

BOT) (Ep) = hp (X35 Kah oS Xp) = — KOT Ey) + (— 1) 2 (Е), k= 1, 2 + 

где &, С [-—1, 1] (Е = 1, 2) — некоторые промежуточные точки. Пришли к противо- 
речию, предположив, что 

FOP (291 < а? (4), ухе -Ь Ц. 
Случай нестрогого неравенства | {1 (х) | < g@T (x), 4x € [—1, 1] можно свести 
к уже рассмотренному, если вместо функции & (х) ввести функцию 

y2tl 

g(x)=ge(x)+e Gp? 

для которой уже будет выполняться строгое неравенство 

О |< 8 + в. 

= > 0, (26) 

Поэтому 
ttt 

а так как = — произвольное положительное число, то оценка 3 полностью доказана. 

Заметим, что величина Ад (x?) может быть легко вычислена. Имеет место сле- 
дующая лемма: 

Лемма 5. Для функции ХТ элементом наилучшего приближения в ли является 

An An (x"T") ’ (27) 

  

  

  

  

многочлен 
1 

Do (4) = FY — Typ) En 

где T,, n+l (x) — многочлен Чебышева первого рода. Причем 

1 
Ата) = д 

Доказательство. Поскольку в точках х;.,; = та (@=0, I, ss 

ss, 2+ 1) выполняются соотношения: 

5 (X;41) = Фо (4) — т (1) = — | cos in = — = (1) = Фо (1) — xf! = бт” Га (+ = — ол 608% = л 

t=0,1,...,n+1; + 

оп ' 
An (Dy, x x" th) = || Do(x) — Хх" | = 

      

  

1. 1 
оп = on 603 (п - 1) агссо$ х 

то эти точки являются чебышевским альтернансом и можно воспользоваться теоре- 
мой 2. Отсюда сразу получаем то, что требовалось доказать. 

Следствие 1. Пусть { (х) © С®Т [-—1, Пи 

0< tty SMM @M May, “хЕ[-ЬЦ, 

    

Ти--1 (%) 

  

тогда 

Ти М АИ, (28) 
(п ~ "< (n+ I! 
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‚Доказательство. Воспользуемся оценкой 3 и положим в (х) = 
+1 | 

__ Мих” 

(n+)! 
логично получаем левую часть. 

‚ тогда, применяя лемму 5, получим правую часть оценки (28). Ана- 

‚ 3. Алгоритм построения алгебраических многочленов 
наилучшего приближения 

Пусть М„ — подпространство С (5), ‚ порожденное линейно-неза- 
висимыми элементами Ф; (х) (1 = 0, 1, ..., п), образующими систему 
Чебышева на компакте 5. Рассмотрим. сначала наилучшее приближе- 
ние к [в М, на дискретном множестве различных точек x,ES (i = 1, 
2, ..., ПЕ 2), которое обозначим через 5. 

Определение 2. Элемент Ф, Е М‚„ называется наилучшим 
приближением к [в М, на дискретном множестве точек $: = {x;: i = 
= 1, 2, .., 2+ 2}, ecu 

A, (f) = min A,(®; f) = min max x @D (x) — f (x) |. 
MEM 

Мл п* 

Теорема 3. УР Е с (5) сиществует инственное наилучшее при- 

ближение ФЕ М‚„ к { относительно $1. При этом, если 

А, (9 >0, 
то на С (5) существует единственный непрерывный линейный функцио- 
нал | 

n+2 n+2 | 

[(Ф) = > р: Ф (x), 0;>0, «== 1, № р; = |, _ (29) 

для которого 

1(®) =0, VOEM,, Lif) <0. (30) 
Кроме того, наилучшее приближение Фу удовлетворяет условию 

D, (x,) — f (x) = 2A, (/), i=l, 2, eet yg n+ 2. (31) 

Доказательство. Для доказательства воспользуемся ре- 
зультатами теоремы 1. Нужно показать только, что [ (1) < 0. Действи- 
тельно, 

п--2 n+2 __ 

— ИР —= — a руа, (%:) = 2 0,£; [Dy (x,) —F (*)] = 

n-+2 

= & 61| Bo (x) — Fe) = 4, (0. 

Для практического построения Ф, (х) поступают следующим об- 
разом. Ищем Ф, (х) в виде 

Ф, (x) = > CQ; (x) 
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и для отыскания коэффициентов С; исходя из (31) составляем систему 
линейных алгебраических уравнений 

2 Си (х)—вА,( =), j=1,2,...,n4+2. (32) 

Причем в системе (32) величину А, (Г) также считаем неизвестной. 
Этот метод эффективен в том случае,` когда все &;, известны заранее 
(хотя бы с точностью до знака), что будет иметь место, когда 5 = la, b] u 

ALN OX < Хи < 6. 

В этом случае известно, что #4 = —1 (]=1, 2, ..., п -+  иси- 
стема (32) принимает вид 

У Са (я) + еС- 17 А,@ =1); 1=12,..., п 2, 62) 

где = равно либо --1, либо —1. 
Пусть М,‚ = пл. и пусть Ф., Ф, 6 ли — многочлены, удовлетво- 

ряющие условиям: 

D, (%) =F (%); 2%) = (— 1)’, г = 1,2, ..., П- 2. 
Возьмем многочлен 

Ф (х) = Ф, (х) - A®, (x) (33) 
и выберем параметр Л так, чтобы Ф (х) Е л„, тогда 

® (x,)— f(x) =a(—1)’, i=1,2,..., n +2. 

Следовательно, Ф (х) = Ф, (х) и А, (1) = [^|. 
п-1 

Ф, (х) = Г (хи) + 2 W(X) F(X; Xe 3 X41); 

n+l 1 

Ф, $) = 1+» в. 9 > 
i=] = 

(— 1)" 
= 0; (x) 

\ 

и.) = H 4), i=1,2,.... 

Для того чтобы многочлен Ф (х) С л,, полагаем в (33) 
n+l | ye —1 

А == — {1 (%1; 5; -..; | Е . (33’) 

Теперь перейдем к описанию алгоритма, который был предложен 
советским математиком Е. Я. Ремезом. 

Пусть на \-й итерации найдено наилучшее приближение Of” x f 

Ha MHowectTBe S}” == {x™:i= 1, 2, ..., n +2} u 

AW (f) = min AY (®, f) = min max | D (x) — fF (x) |. 
DEM | DEM | xesW) | 
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TIpennonoxum, AS” (f) > 0. Обозначим через /™ непрерывный линей- 
ный функционал (29) из теоремы 3: 

А (Ф) = > oMeD (x{”), 0!” > 0; У of” == 

который согласно (30) удовлетворяет условиям: - 

Г” (Ф)=0; УФЕМ; РО =—А№ 0, 
причем 

e” = sign [D (x!) — F (x)]. 

Очевидно, | 

АР’ (р < А, < А, (@Х, р. (34) 
Если А (р = А, (ФУ, 1, то согласно теореме 2 ФФ” (х) = Ф, (4) 
и задача решена. "Пусть 

An’ (f) <A, (0”, /). 

Возьмем такую точку ж 6 $, что г, [Ф® (х,) — 1 (%)] = А, (Ф®, В, где 
= $1оп [ФУ (х) —{(%,)] (таких точек может оказаться несколько, 

rorna берем любую из них). Очевидно, х, Ф 5”. 
Заменим множество $!” множеством 5 = (х°Р:1=1, 2, ... 

.... П-- 2}, где | 

xt) |=, te Г, 
х, 1=], 

) (v-+1) Произведем также замену =” на 2! по правилу 
(у 

0 — je , tA J; Wr) 
Eo, == j. 

! 
Пусть индекс ] выбран так,что существуют положительные числа р”, 
для которых 

У (0) = a оф (FD) —0, УФЕМ, 

i=1 
где 

Пусть ФУТЕМ: „ — наилучшее приближение к [| в М, относительно 

St) y 
\ 

АР (А = шп An (Ф, } = min max 1D) —F@)h 
ФЕМ PEM, xe Sl 

тогда, как и на предыдущей ee 

ASM (DN < А: < <А „ (ФО, f) 
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Лемма 6. Имеют место неравенства 

An (р << А, (0. (36) 
Более того, 

AP? (= AP + oP? (A, OP, NAP. п 
Доказательство. Действительно, на основании свойств 

функционала /”"” получаем: 
АЕ (В =— por) (f) — pvr) (or __ f) — 

n+2 
— > оба [ФУ ( PFD) РО] -5 ote! (v) [ФМ (х”) — 

t= 

рт 

1 1 ( 

РОМ - о [ФМ (ж) — Е = 
п--2 

НАРА РАФ, р = 
= (f) + oF? (A, (00, р — 49 9] 

и соотношение (37) доказано. Отсюда на основании (35) и (34) сразу 
получаем (36). 

Для случая, когда компакт $ совпадает с отрезком [а, 6], функцио- 

налы /[^” для всех у являются просто разделенными разностями и 

нахождение постоянных 0“Г”, удовлетворяющих условиям (35), 
не представляет труда и производится по формулам (21). 

Относительно перехода от множества S™ x множеству SOT) ana 
$ = [а, 8] существует следующее простое правило: 

Точкой х› следует заменить ту из точек xi 5”, чтобы после 

упорядочивания полученного нового множества точек xt) G = 1, 
1 

9, .... п-+- 9), образующих 5", имело место соотношение 
. 1 1 1 1 [Фо («+ ) —f (хот ] [ФМ (о ) — —f М ) < 0, 

i=1,2,..., n+l. 

Для доказательства сходимости Wj” —» @, построенного итера- 
ционного процесса рассмотрим предварительно две леммы. 

Лемма 7. Существует в > 0 такое, что 

o(x’, x”)>e, ij, i,fj=—1,2,...,n+2, v=1,2,..., (88) 

ede x” ES u (х, и) — расстояние между элементами х и у ком- 
пакта $ 

Доказательство. Возьмем две произвольные точки х® = 
5х» из 5 и предположим, что условие леммы для этих точек не 
выполняется. Если ввести обозначения 

lim xo? = Xx, r=1,2,...,n4+2, (39) 
k= 00 
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которые будут иметь смысл в силу принадлежности x” компакту 

S, TO x, = х; и среди предельных точек х, (г = 1, 2, ..., п-- 2) будет 
не более п -|- | различных. Следовательно, можно найти такой много- 
член Ф (х) Е М», что 

Ф (<) =[(), i=1,2, ..., 242. (40) 
На основании леммы 6 можно записать 

17) — ФЯ (|= АР > А >0, i=1,2,...,n4+2 
(простейший случай окончания итерационного процесса за конечное 
число шагов исключается). 

Выберем ДФО (7) >6>0 и такие окрестности У, точек х„, что 
n+2 

IF) —P@1<d, Vee U V,. (41) 

Последнее неравенство будет иметь место в силу (40). 
Далее ввиду (39) и (41) существует номер Л! такой, что при \, > № 

будет иметь место соотношение 

)—Ф®1 = ме Фо® (8) — f (x *)] — 
— [D(x fea?) = sien oe” xP) — F(x), r= 1,2,...,n +2. 
Следовательно, функционал 

nr? oe и ь) (Vp) хо в yok 
— @) = > p, *e, * [Dp ) —® (x, *)] = 

r 

+2 
(Vv (vz) , (V,) (v,) 

-Sp Pe Dy” (xp #) — O (x, *) | 

(Vp) хо ) 
sign [Do * (x; * 
yk 

1 в (Vp) (Ф 

) . 
будет положительным на элементе a” —Ф Е М,‚„, что противоречит 

5 о (Vp) 
его свойствам. Если бы случайно произошло, что Ф = Ф “, то тогда 
бы следовало вместо V, B3ATb Vgi1. Лемма доказана. 

Лемма 8. 34, 1>49>0 и такое, что все числа р”, входящие 

в функционал [”, удовлетворяют неравенству 
oo” > gq, i=1],2,...,n+2; v=1,2,.... ¢ 

bi) 

Доказательство. Рассмотрим компакт 5"! = SXSX+++ XS. 
      

n+2 
2 

Полученные в процессе итераций векторы a” = (x и лежат в 

компакте 

ЗЕ? = {16 5": P OX) > >=>0, ixj, i,j =1,2,..., n +2). 

Коэффициенты ог” функционала [” „согласно его свойствам яв- 

ляются непрерывными функциями от х”. Тогда на компакте 51"? 
они достигают своей точной нижней границы 

q, = inf pe, i=1,2,...,n+2. (42) 
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Используя (29), легко показать, что все 4; в (42) положительны, и в 
качестве д можно взять шш д» причем 

i 

0<9<1. 

Теорема 4. Имеют место предельные соотношения: 

lim An” (f) = A, (f) =A, (@®p, р; - (43) 
№ со 

lim Mo” = Q,. (44) 
№ со 

Доказательство. Используя леммы би 8, будем иметь 

АО (f) — AW (f) = ovr) [A, (ФМ, f) — АМ (91 > 

>94, (@, р — a (91 > 914, — А» 0, 
откуда следует неравенство 

A, (fy) —Art” (f) <(1—4) IA, (f) — AP (AI, 
следствием которого является (43). Точно так же получаем 

| Do” — iA. (f) <|@o” — FI An (f) < 
<— [AP*? (f) А (+0. 

Из последнего соотношения уже несложно получить (44). 
Рассмотрим один из возможных подходов к построению прибли- 

жений для многочлена Ф, (х)Ел,, равномерно приближающего 
функцию [ (х) Е С{[а, 6]. Предпосылкой этого подхода служит теоре- 
ма А и тот факт, что 

Пит А, = Ак, УРЕС[а, 8]. (45) 

Введем обозначения, пусть Ф (х) — многочлен наилучшего при- 
ближения к | (х) в М) в смысле нормы в L, la, 6], т.е. 

An (f) = inf 1] Oleg = AM (as, f), k=1,2,.... (48) 

Имеет место следующая теорема: im), 
Теорема 5. Последовательность Фо" (x) Е л„, тьмы = т, (т, - J), 

k = 0, 1, ..., my = 1, построенная согласно соотношениям (46), являет- 
ся сходящейся, причем 

lim Mp” (x) = ®, (x). 
Е-— со 

Доказательство. Воспользовавшись неравенством Гель- 
дера, будем иметь: 

1 

А, < (6 — ау”ен || а’ VF EC [a,6]. (47) 
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Не уменыпая общности, можно в (47) считать, что 6 — а = 1. Тогда 
{47) приводит к неравенству 

Ио и, «Фо, < Фо 
или в соответствии с обозначениями (46) 

ть y 

Ди р? (р, Ё=0, 1, (48) 
Используя очевидное неравенство 

) 
ИФ, <! Фо, < А, —a=1) 

(m,) 
и соотношение (48), получаем, что последовательность {Ал о 
является монотонно возрастающей и ограниченной сверху. Следова- 
тельно, она имеет предел и 

Ни Ал (f) = lim |f Op"? lng = |f ~Dy 
Покажем, что Ф, = Ф.. Действительно, из неравенства 

[f— 0” ben, <I — Pole, 
при Ё — со получаем 

If —®gle <|f —Pole, 
что может быть только в том случае, когда D, = Dy. 

$ 3. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ 
И СГЛАЖИВАЮЩИЕ СПЛАЙН-ФУНКЦИИ 

В этом параграфе ограничимся некоторыми аспектами теории 
сплайн-функций, связанными с минимизацией функционалов в гиль- 
бертовых пространствах. 

1. Интерполяционные сплайн-функции 

Пусть У = № la 81 11 — гильбертово пространство ве- 
щественных функций, определенных на отрезке [а, 6], с абсолютно 
непрерывной (/ — 1)-й производной и суммируемой с квадратом [-й 
производной. - 
Скалярное произведение в этом пространстве задается формулой 

| | 

(u, v) = > | u® (x) 0 (x) de, (1) 
i=02 

с помощью которой вводится норма 
a 

la == (и, и) ". (2) 
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Определение 1. Пространство вещественных функций $ (х), 
определенных на отрезке [а, 6] и удовлетворяющих условиям: 

1) S (xX) бла УхЕ (Хх, м), 1=12,.... ПЕ 

2) $(х) Е ло—1 УхЕ[а, х1), (х„, 6]; 

3) $ (5) Е СЭ а, Ы, 
где п > 4, называется пространством ‘сплайн-функций порядка 9 
относительно точек х, и обозначается через $. 

Из определения ясно, что $ <- ? и что многочлены $ (х) из каждого 
участка склеиваются с соседними многочленами в точках стыка Хх, 
по своим значениям и значениям своих производных до порядка 
(2g — 2) включительно. Производная порядка (249 — 1) может пре- 
терпевать разрыв. 

Используя обозначение 

(yt = SEAL (3) 

которым будем также пользоваться и в дальнейшем, получим, что 
функция 

  

  

8, (x) = [(¢ — x) (29 — ПЕС fa, (4) 
И 

| sign (x — x) +1+6, , 
6°49 (x) = 5 —t 

Tlyctb p;(x)€Mog—1 Hp, (X) = S(x), VXE(%;, X41), T. € 
р, (x) = р:—1 (x) + d;6, (x), Vx Е (X;, Хх), (5) 

где 
а; = 8891 (х; -- 0) — $29 (х, — 0). (5°) 

Легко видеть, что \$ (х) Е $ имеет место представление 

— х/)Е129—1 ‘ 
si) = r+ Dales ae 6) 

re Py (x) 6 л.—1. Для того чтобы выполнялось условие 2) из определе- 
ния |, необходимо, чтобы имело место тождество 

__ >\29q-—1 

Ya eee ey =. 7) 
i=1 

ибо левая часть (7) должна принадлежать классу л._—1.Приравнивая в 
(7) коэффициенты при степенях х, получаем 

  

У 4-0  &=0,1,..., 9-1. (8) 
Итак $ (х) 6$ тогда и только тогда, когда имеет место представление 

9—1 

[(x— x) tye! s(x) = >) ax! + Ya, BT (9) 
j=0_ i=1 

в котором 4 удовлетворяют условию (8). 
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Лемма 1. УЁЕ и У (х) Е 5 справедливо соотношение 
, | 

fs (x) f (x) dx = (—1)" > [se (x, + 0) — s™ (x, — O)] F (x). (10) 

Доказательство. Используя условие 2) определения | и 
интегрируя по частям левую часть (10), получаем 

b b 

| 5 (x) [9 (х) dx = [sf (х) ие __ | (Ft) (x) po (x) dx = 

b b 

Ра += sf ax = 

n—| *i+1 

=(-)D | swf war = 
i= x, 

п Е 

= ХХ И) — Г ар 
Применяя к последнему выражению в (11) первую разностную фор- 
мулу Грина (приложение, $ 3), получаем требуемое соотношение (10). 

Можно ввести фундаментальные интерполяционные сплайн-функ- 
ции 5, (х) со свойствами: 5; (х) $, | =1, 2, ..., П, 

$, (х;) = би, i, jf=1,2,..., 4, 

тогда 

$ (х) = У [:5; (Х). 

Теорема 1. Для любых чисел |; (1=1, 2, ..., п) существует единствен- 
ная функция $ (х) 6$ и такая, что $ (х) = [Е =1,2, ..., п), т. е. 
S (x) — интерполяционная функция. 

Доказательство. Возьмем $ (х) в виде выражения (9), ко- 
торое содержит п -- 4 параметров &; (7 = 0, 1, ..., 9—1) и а; (= 1, 
2, .... п), причем 4 должны удовлетворять системе уравнений (8). 
Таким образом, для определения неизвестных параметров получаем 
следующую систему: 

s(x) =, i=l, 2, eee y hy; (12) 

п 

>34, (хе =0,  Е=0,1,..., 9—1. 
j=l 

Покажем, что однородная система (12) имеет только тривиальное pe- 
шение. Действительно, пусть функция $ (х) == 0 удовлетворяет одно- 
родной системе (12), тогда из (10) будем иметь 

b 

{ [s (x)]? dx = 0, 

st



т.е. $® (x) = 0; s(x) E mur H S(x) = 0, i= 1,2,...,n npn gcn, 
что может быть лишь в том случае, когда $ (х) = 0. Противоречие до- 
казывает теорему. 

Введем обозначение 

[= (ис: и(х) = р 1=12,..., п}, (13) 

тогда имеет место следующая теорема: 
Теорема 2. Пусть $ (х) Зи $(х) = (=, 2, ..., п), тогда 

b b 

{ ts? (x) — 7? (Pde = min | (x) — fF? (xP dx, VEEL (14 
a GES g 

всякая другая dynkyua s(x) ES, обладающая этим свойством, 
отличается от $ на многочлен (4 — 1)-й степени; 

b b 
\ [s® (x) —o™ (x)]? dx = min | [u® (x) —o™ (x)]?dx, WoES (15) 
a ЧЕТ: а 

uM S (x) — единственная функция, принадлежащая 1+ и обладающая 
этим свойством. 

Доказательство. У ос (х) Е $ будем иметь 
b b 

| [0® (х) — ® (храх = \ 5 (x) — f (x) + о® (х)— 59 (драх= 

b b 

— \ [$9 (х) __ {9 (x)]? dx + | [09 (х) __ 59 (x)]? dx + 

b 

+2 J [s (x) —f (x)] [0 (x) —s (x)] dx. (16) 

К третьему интегралу в правой части (16) можно применить лемму 1, 

ибо о (х) — $ (х) 6$, $ (х) —f (x) € №3, но поскольку $ (х) — интер- 
поляционный сплайн для [ (х), то на основании (10) этот интеграл ра- 
вен нулю. Следовательно, из (16) получаем 

b b 

J 10 (x) — fF? (Pde = J [8 (9) — f? (Pde + 
b b 

+ | [09 (х) __ 59 (x)]? dx > | [$9 (х) __ [9 (х) ]2 dx, 

что и доказывает (14). Доказательство (15) производится аналогично. 
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда 

b b 

| [s (x)]? dx = min | [и® (х)]2 ах (17) 
нЕ fa a 

и $ (х) — единственная функция из [;,, обладающая этим свойством. 
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2. Сглаживающие сплайн-функции 

Если значения функции [ (х) в узлах х; (1 = 1, 2, ..., п) получены 
из эксперимента и, следовательно, являются неточными, то нет смысла 
строить приближающий сплайн интерполяционного типа, опиеанный 
в п. I. | 

‘Поэтому вместо отыскания минимума функционала, стоящего в 
правой части (17), целесообразно решать другую экстремальную за- 
дачу: 

min | fu (x) |? dx + o> № (*) — РР, on >a, (18) 
ие 4 

(р >9). 
Имеет место следующая теорема: _ 

Теорема 3. Для любых чисел |. (1=1,2, ..., п) существует: единствен- 
ная ae PLS S (x) ES maxasa, 4mo 

s(x) + [3° ($0) — s°e-) (x, — Ol = fy (19) 
i= 1,2, ...,. 

Доказательство. Возьмем $ (х) в виде (9), тогда с учетом 
(8) для определения (п -- 49) параметров сплайн-функции s (x) будем 
иметь следующую систему уравнений: 

my 4; (x,t = 0, _ k=0,1,...,9—]; 

1—1 (20) 
: (— 1)7 , ® 

5% Е i=h i= 1, 2, ..., A, 

где 4; имеет тот же смысл, что и в (5'). Предположим, что однородная 
система (20) с }, = 0 имеет нетривиальное решение, соответствующее 

сплайну 5 (x). Тогда, полагая в (10) $ (х) =][(*) = s (x), будем иметь 

b n b _ п ~ 

вора Ха = | 8 GP de + pd (sx)? =0, 

откуда $ (х) =0; 5® (х) Ели; $(х) =0, 1=1,29, ..., п. Следова- 
тельно, $ (1) = 0. Противоречие доказывает существование и единствен- 
ность решения системы (20). 

Можно ввести фундаментальные. сглаживающие сплайн-функции 
S (x) ES, т.е. функции, удовлетворяющие условиям 

5, (x) + [9 (x; +0) 8? (x, -—] = 5, @0 
тогда имеет место формула 

59 =2 10). (22)



Теорема 4. Пусть $ (х)— единственная сплайн-функция, удовлет- 
воряющая условиям теоремы 3. Тогда, если ввести обозначение 

b 

Ro (x) — 4 (x)) = J fo (x) —u (Pde + 

+0 > {Ko (e+) — 0% — 0] + ue) | = 
i=1 

b п 

= J [0 (x) —u (PR dx + PD [o (x) фи, (23) 

mo 

R (s(x) — 7 @)) = minR 6 (x) —f(x), Views (24) 

и всякая функция s (x) ES, o6nadarowan smum ceoticméom, отличается 
om s(x) на многочлен (4 — 1)-й степени; 

Ю (с (х) -— $ (*)) = шш В (6 (х) — и (х)), УсЕЗ и (25) 
9 НЕТ. 

5 (х) — единственная функция из №3, обладающая этим свойством. 
Доказательство. С учетом обозначения (23), Vo(x) ES 

будем иметь 

К (с (х) — f (x)) = R (s (x) —F (*) - о (х) — 3 (*)) = В ($ (х) —1(х)) + 
b 

+R (0 (x) — 8 (x)) —2 | [8 (2) — 7 (x)] Lo (x) — 8 (dx — 

= 213 fo (x; +0) — 0 (x, 0) — dd, 
Воспользовавшись леммой 1 и заменив предварительно [ (x) Ha s (x) — 
—/(х) и $ (х) — Ha o (x) — $ (х), последнее выражение преобразуется 
к виду 

К (6 (%) — [(%)} = R (s (x) — F(X) + RO (%) — 5 (x) + 

+2(— Id I 67) (x, 4+. 0) — 6° (x, — 0) —d]] oe d,— 

Or
 

—2 -- [0°9—? (х, -- 0) — о? (х, — 0) — аа, = 

т 

= R (s(x) —f (%)) + Ro (x) — s(x) > R (s (x) — fF (*)), 

‘M3 которого следует (24). Соотношение (25) доказывается аналогично. 

-84



Следствие 2. Пусть сплайн-функция $ (х) та же, что и в теоре- 
ме 4. Тогда 

b п 

{1s рая р» s(x) — fi? = 
b n 

= min | [и® (x)]? dx +9 a [u (x;) — ir (26) 
нЕ а 

и $ (х) — единственная функция из №3, обладающая этим свойством. 

Глава 4 

ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

В соответствии с общей задачей приближения линейных операто- 
ров, рассмотренной в главе |, аппроксимируем линейный оператор У, 
задаваемый формулой 

b 

J(f) = \ p(x) F(x) dx, 

где p (x) > 0, Vx Ela, 5], a Г (х) принадлежит некоторому банахо- 
вому пространству, линейным оператором (квадратурной формулой) 
вида 

m &p . т 

„=> 4, Ушел. 
Здесь хи [а, 6], Ё=1,2, ... т,— узлы (абсциссы) квадратурной 
формилы; АЯ — коэффициенты (веса). Тогда оператор / (Г) можно 
представить в виде 

7 =. ФЕ, ©, 
где Ю, (Г) — остаточный член квадратурной формулы. 

Ниже приводятся и исследуются квадратурные формулы конкрет- 
ного вида, которые наиболее часто употребляются на практике. 

$ 1. ФОРМУЛЫ НЬЮТОНА—КОТЕСА 

Построим квадратурную формулу вида 

а п 

[лок = У АР) +В. () 
Веса А” квадратурной формулы (1) будем находить из условия 

п | 

R (f) = 0, VEE U пр (1’) 
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которое согласно теории интерполирования ($ 1, гл. 2) приводит к 
соотношению 

а 

A = | Qn—1,i (x) ax, i=1,2,...,4, (2) 

где Qn—14 (x) — PyHDaMeHTaJIbHble MHOFOUJIeHbI Лагранжа (см. формулу 
(17), $ 1, гл. 2). Алгебраическая точность формулы (1) равна п — 1. 

Если в квадратурной формуле (1), (2) узлы х:6[с, а, #=1, 
2, .... п, являются равноотстоящими, т.е. хх =, Г =1, 
2, ..., П — |, то такая формула называется формулой Ньютона — Ko- 
теса. 

Будем предполагать, что расстояние между узлами х; задается 
формулой 

а ‚ если х\ =Сс- А (случай 1); 
р 

(3) 
——, если x, =C (случай 2). 

В первом случае узлы квадратурной формулы не содержат точек 
си Ди промежуток интегрирования разбивается этими узлами на 
п-|- | равных частей. Во втором случае концы промежутка интегри- 
рования являются узлами интерполирования и промежуток интегри- 
рования разбивается узлами на п — | равных частей. Формулы чис- 
ленного интегрирования, которые получаются в первом случае, на- 
зываются формулами открытого типа, а во втором случае — форму- 
лами замкнутого типа. Если положить 

X,=C+kh, x,=d—kh, (3’) 

то для формул открытого типа Е = |1, а для формул замкнутого типа 

Сделаем в интеграле (1) замену: х = ху - Ву = с А и Е— 1), 
полагая [ (ху -- Ву) =Р (и), тогда | 

  
  

а п--Е 

\ fi) dxe=n | Рау. (4) 
| с ik 

В последнем интеграле заменим функцию Р (и) интерполяционным 
многочленом Лагранжа с узлами в точках 1, 2, ..., п (см. формулу 
(18), $ 1, гл. 2), в результате чего получим 

а n-+R n 

{fide =h | F)dy=hd JRF) + Roa, (5) 
с 1—k = 

где 
| , n+k 

Fin) (1) (y¥—l)(y¥—2) ... (y—n) 1. 
Jip — (Gi— 1)! (п _ i)! \ y—i dy; (6) 

| n+k | 

Roa = h J (y—1)(y—2) «2. Y—n) FY; 1; 2 0.05 ndy @ 
—k 
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Учитывая замену, запишем равенство (5) в виде 
а . 

| f (x) dx = (d—c) a Л: (х-- М) + Юн (В, (8) 

где в обозначениях формулы (1) АД” = (а— с) Зи 

7) — J 

n—1+2k - (9) 

Величины /” не зависят от промежутка интегрирования и могут 
быть вычислены раз и навсегда. Вычисление облегчается еще и тем 
обстоятельством, что равноотстоящие от концов коэффициенты фор- 
мулы Ньютона — Котеса равны, т. е. 

    

Jin = J ie (10) 
В самом деле, 

4 пП-ЕЕ 

и (-10— (y—1)(y—2) ... Y—n) 
Уа-ния = (n—1-+ 2k) (n—d)LE—D! } yon inl dy. 

Заменяя под знаком интеграла у на п — z+ 1, получим 

1—k 

    

    

(— 1) | (n—2)(n—z—l)... (~- z+) 
Толя = ити. 1—2 dz = 

n-+k 

. n+tk 

(— 1)? (z— 1) (z— 2) ... (2—n) (п) 
Еее } 2—1 dz = Jip 

что и требовалось доказать. 

Изучение веса 7) показало, что величины 70| с возрастанием п 

неограниченно возрастают и lim> 15| = со. Отсюда, в частности, 
п со [=] 

следует, что при больших п малые ошибки в значениях функции Ё (%,-- 
-- {й) могут дать большую погрешность в квадратурной сумме. На 
основании указанной особенности на практике квадратурные форму- 
лы Ньютона — Котеса при большом п не используются. Предпочте- 
ние отдается формулам с малым значением п. Для уменьшения же по- 
грешности результата предварительно разбивают отрезок [с, 4] на 
достаточно большое число малых интервалов и к каждому из них при- 
меняют квадратурную формулу с малым числом узлов. | 

Рассмотрим формулу открытого типа при п = | и формулы зам- 
кнутого типа при п = 2 ип =3. 

Положим в формуле (5) Е = 1, п =1, тогда 

(Гоа ад“ + Вы. (11   

—c 
и приме-   Разобьем отрезок [с, 4] на г равных частей длины й = 

ним формулу вида (11) к каждому из интегралов, на которые разобьется 
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исходный интеграл точками деления х; =Сс-- Ш, i=1, r—1. 
Получим 

   

  

нь и) + Ril, (12) 

где R, (f) = > ЮО, (Р, ЮО, (© — остаточный член квадратурной форму- 
i=] 

лы на i-M HHTepBavie. Popmywa (12) Ha3piBaeTca формулой средних пря- 
моугольников. 

Если положить А = 0, п = 2, то формула (5) для этих значений 
примет вид 

as 
  

d 

годах = If (c) FE @I + Roo (f)- (13) 

Взяв в (13) c + ih BMecTo c uc -+ (it + 1) / вместо 4 и суммируя обе 
части по i oT 0 for, получим формулу трапеций: 

fre) dems Perot Bret int jd) | + Rah (14) 

где й = (а— с)/(г- 1); Ю. (7) = = RY (f), RX (Г) — остаточный член 

квадратурной формулы на 1-м интервале. 
Пусть в формуле (5) А = 0, п = 3, тогда имеем: 

d—c 
  пов - 4 | (c) + 4p (244 J+F@|+ Roo. (15)   

Если теперь в (15) заменить с на с - 21, 4 — нас + 21-1) Ви 
просуммировать обе части по фот 0 до г, то получим формилу Симпсо- 

на, или формулу парабол 

а г-|-1 

[дах О +4 ее + 

+2 У е+20) +1 |+ №0. (16) 

me h= as, »RA= х Ю® (Р, Ю% (1) — остаточный член квад- 

ратурной формулы на интервале [C+ 2th, c+ 2(i¢+ 1) A}. 
п 1 

Лемма 1. Пусть в квадратурной формуле (1), точной УЁЕ U ль 

узлы хт=|, 2, .... п расположены симметрично относительно се- 
редины. отрезка [а, Ь]. Тогда, если п = 2т 1 (т=1, ...), то 
алгебраическая точность формиулы (1) будет равна п, т.е. т 
на единицу. 
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Доказательство. Построим для функции [(х) интерполя- 
ционный многочлен й-й степени по узлам ху, хо, ..., Ха, Ль Т.е. с од- 
ним кратным узлом (1-м). Воспользовавшись формулой (24), $ 
гл. 2, получим 

[и (%) = F(X) Е (Ру д + vee +(K—%X))... 

wee (X —Xn—1) f (X15 Xe3 3 X,) F(X — %) .. 

 (Х—х,) | (1; X35 00s Mas м) = 
= Гира (%) + (X¥ — 4%) «0. (XW — %,) F(X; Xe 6 3 HSH) (7) 

(относительно разделенных разностей с кратными узлами см. прило- 
жение, $ 3). 

Поскольку п у нас нечетное и все узлы х,, А = 1,2, ..., п, располо- 
а 

жены симметрично точке ate TO 

b 

| («§— x) (x—x,) ... (X—x,) dx =0 

b b . : 

и из (17) получаем |7, (х) ах = | [и—1 (х) ах. Но КЮ ([,„—1) = 0, следо- 
а 

вательно, и Л ([.,„) = 0, что и требовалось доказать. 
На основании доказанной леммы формула средних прямоугольни- 

ков имеет алгебраическую точность 1, а формула Симпсона — 3. 
Названия квадратурных формул (12), (14) и (15) происходят из 

геометрических соображений: криволинейные трапеции, сумма пло- 
щадей которых равна точному значению интеграла, заменяются со- 
ответственно прямоугольниками, трапециями, криволинейными тра- 
пециями, верхней стороной которых является парабола. 

Отметим еще, что при Е =0, n = 4 формула (8) принимает вид 
так называемого правила трех восьмых: 

а 

ито 
а 

  

ey 

+ — Si (c+2 4. —9 2а—9. -- + а) + Rao (f). (18) 

Поскольку тебраическая точность формулы (18) совпадает с ал- 
гебраической точностью формулы Симпсона при количестве узлов на 
| больше, чем в формуле Симпсона, то правило трех восьмых не по- 
лучило широкого применения. 

$ 2. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ 

НАИВЫСШЕЙ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ 

Пусть формула численного интегрирования 

‚| f (2) p(x) de = У CHF (AP )+ RUD, al) 
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где ]а, 6] — любой конечный или бесконечный интервал; р (х) > 0 
Vx с [а, 6] — весовая функция, удовлетворяющая неравенствам 

< ос, t=0,1,..., 

    

f о (х) «ах 
$ 

является формулой интерполяционного типа, т. е. РЮ ({) = 0 У[Е 
n—l . 

С 0, ми 

  

b . 

| —  (х) 
Ch — Qn—1,k (x) о (x) Ах J о (х) (x _ xi) w’ (x!) dx; (2) 

о - Пи"), xf Eta, И. 
Рассматривая узлы х!”, {= 1, 9, ... п, как произвольные точки из 
[a, 6], поставим задачу определения этих узлов из условия, чтобы 
формула (1) имела наивысшую степень алгебраической точности. Сразу 
заметим, что наивысшая степень алгебраической точности меньше 
или равна 2 —1. Действительно, рассматривая формулу (1) для 

п 

многочлена | (х) = i (х — х"): Е ло, получаем 

Ri) = Г п (x — x1")? p (x) dx>0. 

Если удастся найти такое распределение узлов x{”, yTo B (1) R (f) = 0 
21—1 

УТЕ |) л,, тотакую формулу будем называть квадратурной формулой 
i=0 

наивысшей алгебраической степени точности. 
Теорема 1. Для того чтобы формула численного интегрирования 

(1), (2) была квадратурной формулой наивысшей алгебраической степе- 

  

Ри (х 
ни точности, необходимо и достаточно, чтобы в (х) = a! ‚ т.е. 

0.n 

чтобы узлы xs, i = 1, 2, ..., n, coenadanu с нулями многочлена Р”, (х), 
exodmyezo @ nocaedogamerbHocmb mHozouneHos {P, (x) }iz-0, OOpa3zyroiyux 
ортогональную систему на [а, 6] с весом р (х). Причем такая квадра- 
турная формула будет единственной. 

Доказательство. Необходимость. Предположим, что в (1) 

Ю (Г) =0, \ "0 л; Тогда У Ом (х) Ели, т «п — 1, произведение 
=0 

Qin (xX) @ (x) E "О л, и из (1) следует, что 
{—0 

b b 

J Qn (4) © (2) » (x) dx = | — J Qn (2) Pr (2) 9 (4) dx = R Qnia) = 0, ©) 
m=0,1,...,n—l. *



Но соотношение (3) как раз и является определением ортогональной. 
системы многочленов {Р; (х)}. 

Достаточность. Пусть в (х) = fn) n (*) 
0.2 

u f (x) 0 л,, тогда имеет 

место представление ~ 

f (x) = в (х) Чи (х) + Tp (X), | (4) 
где многочлены Q,, (x) H rp"(x) HMeIOT CTeNeHb MeHbIIe Nn, и 

b 4 b 

сор фах = (в (%) 9, (р) ах [1,9 р) 4х. — 6) 
а 

Первое слагаемое в правой части согласно предположению обращается 
в нуль. Поскольку из (4) следует, что 

Ех) = г, (Хх) иг. (Ел mcn—l, 

TO fr, (x) совпадает с интерполяционным многочленом функции f (x). 
Но формула (1) является квадратурной формулой интерполяционного 
типа, следовательно, 

b b hn nh 

[Родео ах = [драк = Х СР, УЕ м 
‘= 

и достаточность доказана. Единственность квадратурной формулы наи- 
высшей алгебраической степени точности вытекает из единственности 
(с точностью до мультипликативных постоянных) системы многочле- 

Hop {P,(x)}i—0, ортогональных с весом р (х) на [а, 6] (приложение, 
$ 2). Теорема доказана полностью. 

Квадратурная формула (1), (2) наивысшей алгебраической степени 
точности называется еще формулой механических квадратур Гаусса. 

Весовые коэффициенты СЯ в квадратуре Гаусса (1), (2) обычно 
называются коэффициентами Кристоффеля и для них справедлива 
такая теорема: 

Теорема 2. Коэффициенты Кристоффеля С? > 0, Ё = 1,2, ..., 0, 
и удовлетворяют COOMHOWEHUAM: 

  

      

h b 

2 cy = | о (x) ах; (6) 

" 2 
ny Pp (x) 

k A k hy A) Ont — Пл — On | hn г , 

с Fon Pay (48) P(A) бл Р, 1 (МР, (В) › (8) 

РГ" = ХР. (9) 
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Доказательство. Справедливость соотношений (6) и (7) 
следует из того, что формула Гаусса (1) является точной для любого 
многочлена степени не выше 2п — | и, в частности, для | (х) =1и 

FQ) = Ра (9 | €or 
P,, (x) (x — xf) 

Для доказательства формулы (8) воспользуемся тождеством Крис- 
тоффеля — Дарбу (приложение, $ 

С —1 - Ry niin 
> hp P, (x) P; (y) = ГИ 

Положив у = х", умножим обе части этого тождества на выра- 
Коли , 1 

ола Ри (ТР, (<) 

  

Ри (Х) Ри (и) — Ри» (ХР, (у) \ a 7a ae. (10)     

  жение — и проинтегрируем с весом о (х) на 

Pr (x) 

Ron 

мы получим справа Cy”, а слева вторую часть формулы (8), ибо 
все слагаемые, кроме первого, обратятся в нуль вследствие орто- 
гональности последовательности {Р, (х)}. Третья часть формулы (8) 
получается из второй с использованием рекуррентного соотношения 
для последовательности ортогональных многочленов (Р; (х)} (приложе- 
ние, $ 2). Наконец, справедливость формулы (9) устанавливается пу- 
тем предельного перехода в тождестве Кристоффеля — Дарбу при 
y —>x = x!” uw использования формулы (8). 

Приведем веса и абсциссы (узлы) квадратурной формулы (8) для 
весовых функций о (х), связанных с классическими ортогональными 
многочленами (табл. 1). Интегралы такого типа довольно часто встре- 
чаются на практике, что и объясняет выделение их из всего множества 
интегралов с другими весовыми функциями. 

В табл. 1 строка под номером 3 выделена из строки 2 особо, так 
как все весовые коэффициенты в этой квадратурной формуле постоян- 
ны, но тем не менее порядок алгебраической точности ее 2n — |. Sta 
квадратурная формула называется квадратурной формулой Чебышева. 

П. Л. Чебышевым была поставлена задача о построении квадра- 
турных формул с равными весовыми коэффициентами для любой ве- 
совой функции р (х). Эта задача будет рассмотрена в следующем пара- 
графе. 

Приведем таблицу абсцисс и весов квадратурной формулы Гаусса 
для случая о (х) = |, т.е. для весовой функции, соответствующей 
многочленам Лежандра (табл. 2). | 

Рассмотрим теперь, как решается рассмотренная выше задача 
построения квадратурной формулы наивысшей алгебраической точ- 
ности, когда классы л„ многочленов п-й степени заменяются классами 
тригонометрических многочленов и-й степени. | 

Пусть } (х) есть произвольная периодическая функция. Ее период 
at 

интервале [а, 6]. Согласно формуле (2) и соотношению в (х) = > 

можно считать приведенным к 2л. Рассмотрим интеграл \ Г (х) ах и для 
0 
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Таблица 2 
  

    
vn Абсциссы Веса 

п=1| x,=0 С =1 
1 

n=2 | — x, = x, = 0,577 350 269 189 6258 | С® = С® = 

5 
п=3 | — ж1 = ж = 0,774 596 669 241 483 4| С® — с® = - 5, 

X, =0 9_4 2 С’ = 9 

a=4 |— yyy 0,861 136 311 594 049 2 cl) = — СФ — 0, 173 927 422 568 728 4 

— х, = х, = 0,339 981 043 584 864 6 | С® = С® = 0,326 072 577 431 271 6 
n=5 | — x, = x, =0,906 179 845 938 664 0| CY — CQ = 0,118 463 442 528 094 5 

— х. = х. = 0,538 469 310 105 683 0 c® — c®) — 0,239 314 335 249 683 2 

64 = (5) _ 2* — 0,284 444 444 444 444 4 
a Сз = 995 

n=6 | — x, = x, = 0,932 469 514 203 152 0 cl) — c®) = — 0,085 662 246 189 585 2 

— x, = x5 = 0,661 209 386 466 264 4} CS = CY = 0,180 380 786 524 069 3 

— x3 = %4 = 0,238 619 186 083 197 0 CO = C9 = = 0,233 956 967 286 345 5 
7 n=7 | —x, = x, = 0,949 107 912 342 759 6| C{) = CP = 0,064 742 483 084 434 8 
7 —х, = ж = 0,741 531 185 599 394 4 | CP = CY = 0,139 852 695 744 638 4 

c® — EP = 0,190 915 025 252 559 5 
— х = х, = 0,405 845 151 377 3970 6 

x, <0 С _ “22 — 0,208 979 591 836 7347 
4 4 — 1225     

его вычисления построим формулу вида 

(^ 1,2,... 

Qn п 

го ах= У СР, ор <, ‚ п). 
0 Е=1 

Веса С? и узлы х® квадратурной формулы (11) будем выбирать 
из условия, чтобы формула (11) была точной для тригонометрического 
многочлена 

T , (X) =) + >) (a, sin kx-+ by coskx) (12) 
el 

максимально высокой степени. Можно проверить, что для любых С 

u x формула (11) не может быть точной для всех тригонометрических 
многочленов степени п. Чтобы показать это, возьмем функцию 

rl sin? ———"— 
k=1 

xi”) 

Га (х) = (13) 
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которая, как не трудно видеть, будет тригонометрическим многочле- 
ном и-й степени. Но для него формула (11) не может быть точной, так 

210 . 

как | T, (x) dx >0, a > CY T,, (x) = 0. Тригонометрическая 
0 

степень точности  квадратурной формулы (11) всегда меньше пи при 

помощи выбора CY u х можно сделать ее самое большее равной 
п —1. Как оказывается, наибольшая степень точности п — 1 дости- 
гается квадратурной формулой с равными весовыми коэффициентами и 
равноотстоящими узлами. 

Пусть ot — любое число, удовлетворяющее неравенству Оха 

<h = ———. За узлы х@® примем точки хе = а Ш, #=0, 1, ..., 

п— |. Тогда квадратурная формула (11) имеет вид 

Е (14) 

Значение постоянной С находим из условия, чтобы формула (14) была 
¥ 27 

точной для функции ] (х) == |, откуда С = —. Убедимся в том, что 

квадратурная формула (14) будет точной для любого тригонометриче- 
ского многочлена степени п — 1. Поскольку любой тригонометриче- 
ский многочлен степени п — 1 на основании формул Эйлера есть ли- 

нейная комбинация системы функций Чебышева е””, т = 0, 1, ... 
... П— |, на интервале (0, 2л], достаточно проверить формулу (14) 

на системе функций 

  

em, m=0, 1, 2, ..., n—I1. 

Имеем, с одной стороны, 

on ime (2H 

{ emdx = = = 0, m=1,2,...,n—l, 
0 

с другой стороны, 

о imn 2n 
n yy 22 “A 

2m Sy im [ate | 2 ima eb 0. 
По м im <= 

e п 

Следовательно, учитывая то, что формула (14) точна при п = | (т. е. 
для функции | (х) == 1), доказано точное выполнение (14) для любого 
тригонометрического многочлена. 

$ 3. ФОРМУЛЫ ЧЕБЫШЕВА 

В этом параграфе изучим квадратурные формулы вида 

рые Го) +В, (9 >0, (1) 
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определяя весовой множитель С и yan xe? C€l[—l, 1], k= 
= 1,2, ..., М, Из условия, чтобы 

КО-0 VIEU m ) 
для максимально большого т. Поскольку (1) содержит п -- | пара- 
метр: С, №, ЕЁ =1, 2, ..., п, то т pn. 

Применение квадратурных формул вида (1) является наиболее 

целесообразным тогда, когда значения | (х”) находятся путем изме- 
рений и содержат случайные ошибки. Предположим, что эти случай- 
ные ошибки независимы с одинаковыми дисперсией о и математиче- 
ским ожиданием, равным нулю. Тогда дисперсия приближенного зна- 

чения интеграла | Г (х) © (х) 4х, вычисляемого по формуле 
“1 

1 п 

\ Г (х) © (х) ах = a СР (г), (3) 
—1 i= 

будет равна’ 

р( $. с о - Хоро =o 
{=!] i=] 

Потребовав, чтобы формула (3) была точной для | (х) = соп$, полу- 
чаем 

> [C;”}?. (4) 
t= 

1 

С = | родах =. (5) 
1 —1 

Ms
 

| t 

Нетрудно видеть, что минимум правой части (4) (минимум дисперсии) 
при условии (5) достигается при 

(п) и 5 C; =, i=1,2,..., 4, | (6) 

т.е. для квадратурных формул вида (1). 
Ввиду того что формула (1) должна быть квадратурной формулой 

интерполяционного типа, то согласно формуле (2), $ 2, должно выпол- 
няться условие 

1 

  c= | x o (2) dx, k=1,2,..., 0. 7 
J p (%) (x — x) wo! (xf) (7) 

Осталось выяснить, существует ли для заданного ф (х) такое рас- 

пределение абсцисс х/ 6 [--1, 1|, Ё=1, 2, ..., п, для которого 
квадратурная формула (1) обладает свойством (2) при т > п и свой- 
ством (7). 

То, что существует хотя бы одна весовая функция о (х), для кото- 
рой ответ на поставленный выше вопрос — положительный, следует 
из $ 2, табл. 1. Такой весовой функцией является 

1 

p(x) =(1—x) *, 
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Рассмотрим теперь сбщий случай. 

Задачу отыскания абсцисс xy, 6 =1,9, ..., п, заменяем задачей 
отыскания многочлена, 

п 

(п) _ w(x) = п (x — xf = 21 bax” к в =1. (8) 

Так как для формулы “() должно выполняться условие (2) при т = п, 
то отсюда приходим к системе 

1 

Хы - \ p(x) xidx =p, i=0, 1,..., 4. (9) 
—1 

Левые части системы (9) являются симметричными функциями узлов 

x, HO через эти симметричные функции выражаются и коэффициен- 
ты производной от многочлена в (х). Действительно, 

п 

a! (xy = и; (10) 
1=1 

wo’ (x) = nx"! + by (n — 1) xP? fe) + Opa. (11) 
Далее, по схеме Горнера имеем: 

a= xPT A (by xf?) x22 L(g Вх L (x)2) xr 3 
x 

° -- (On—-1 + ох + - -- (xf) ). (12) 

Подставляя (12) в (10) и сравнивая с an, получаем следующую си- 
стему для определения коэффициентов 6;: 

Хы ии —дЬ, i=1,2,...,n—1, (13) 

из которой последовательно находим все Ob, i = 1, 2, ..., n+ 1 (си- 
стема (13) имеет нижнюю треугольную матрицу). Для определения 
ь, добавляем к (13) еще одно уравнение 

2 @ (xe) =0= би (14) 

Итак, показано, что для каждого п можно найти такой многочлен 
& (х), что приняв его корни за абсциссы квадратурной формулы чис- 
ленного интегрирования, все весовые коэффициенты этой формулы 
будут равны величине (6). 

Пример 1. Рассмотрим частный случай формул Чебышева, когда ф (х) = 1. 
Тогда согласно формулам (6) и (9) имеем: 

1 

д. _¢ 1 (— ИИ c=2, um | Mem 

Система уравнений (13), (14) для определения коэффициентов многочлена w (x) mpu- 
нимает вид — 

х 1 — (— jer! 

= k+l 

i=0,1,..., 7". (15) 

b, , =(n—i) bi, i=1,2,..., 2. (16) 
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Из системы (16) вытекает, что все 6; с нечетными индексами ‘равны нулю и многочлен 
© (х) приобретает вид 

2 2 {— w (x) = x7 + b,x" —* + ae x {>}, (17) 
= 

где [| ] и{ } обозначают соответственно целую и дробную часть числа. При нечет- 
ном п один нуль многочлена в (х) равен 0, а остальные размещены симметрично от- 

носительно начала координат. Следовательно, 

  

  

  

  

  

  

  

  

    

Таблица 3 при нечетном п, кроме системы (16), будет вы- 
полняться равенство 

п Абсциссы У лу” —0, 

| x, =0 k=l 
— т. е. формулы Чебышева будут точными для 

2} —x, = x, = 0,577 350 269 | MHOrowleHoB cTemeHH n-+ |1, а не только сте- 
5 x, = x, = 0,707 106 781 2 пени п, как это предполагалось ранее. 

__ 2 = Приведем таблицу узлов формулы 
4| — = ж = 0,187 592 474 1 Чебышева (табл. 3) для 

—X, = xX, = 0,794 654 472 3 _ | aa а n=1(1)7, 9. 
з—0 При п = 8, как показали вычисления, 5| —х, =х, = 0,374 541 4096 р =)’ 

— x, = х, = 0,832 497 487 0 среди х” будут два комплексных 
| —ж= ж = 0,266 6354015 ° ЧИСЛА. 

6| —х, = ж = 0,422 518 653 8 Тот факт, что при п = 8 в квад- 
— x, = X, = 0,866 246 818 | ратуре Чебышева для весовой функ- 

— о ции р (х) = | оказались комплексные 
4 — ee 7 | —#3= = 0,323 911 8105 узлы, является не случайным фактом. 

— X= X, = 0,529 656 775 3 Проведенные расчеты для и >> 9 пока- 
— 1 = х, = 0,883 861 7008 зали, что всякий раз обязательно по- 

— 5=0 являются комплексные узлы. В общем 
— X, = ж = 0,167 906 1842 виде вопрос о возможности или не- 

9| — % = х, = 0,528 761 783 1 возможности построения квадратуры 
— % = ж = 0,601 018 655 4 Чебышева с действительными уз узлами — x, = %» = 0,911 589 3007 . 

AA n>>9 Opin решен в 30-х годах 
академиком С. Н. Бернштейном. Пе- 

ред тем как привести формулировку его теоремы, введем следующее 
определение: 

Определение |. „Если система уравнений 

LYS oft = § so coae Й 1—1 
k=1, 2,...,4, (18) 

имеет действительные решения для всех натуральных п, TO весовую 
функцию р (х) будем называть весом, допускающим квадратуру Ye- 
бышева. | 

Теорема 1 (С.Н. Бернштейна). При п > 10 в квадратуре 

Чебышева (1) для о (х) == | среди абсцисс хь in) есть комплексные, т.е. 

вес о (х) == 1 не допускает квадратуры Чебышева. 
До недавнего времени все результаты по отысканию весовых функций, 

отличных отр (х) = 
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были отрицательны, т.е. для исследуемых весов показывалось, что 
система (18), начиная с некоторого и, имеет комплексные решения. 
В 1966 году американским математиком И. Л. Алменом был получен 
первый положительный результат, более того, им было доказано су- 
ществование целого семейства весовых функций, допускающих квад- 
ратуру Чебышева. Точнее, им была установлена теорема. 

Теорема 2. Если|а| < > mo весовая функция 

_ 1 1 + 2ax 

р (*) = Путя ‘1-4 4ах _ (9) 

допускает квадратуру Чебышева. 

  

$ 4. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОИЗВОДНЫХ 

ОТ ПОДЫНТЕГРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 

Для построения квадратурных формул с использованием значений 
производных в узлах можно поступать так же, как и при выводе фор- 
мул Ньютона — Котеса ($ 1), только вместо интерполяционного мно- 
гочлена Лагранжа использовать, например, интерполяционный мно- 
гочлен Эрмита. 

Так, если наложить условие, чтобы в квадратурной формуле 

Ге dx = 3 У ANF (x6) + R (f), (1) 

. т 

R(f)=0, VfEU мл, m= > о, — 1, то легко видеть, ‘что веса “Ag 
k=0 t=0 

определяются при помощи фундаментальных многочленов Эрмита 
Ни (х) (см. $ 1, гл. 2) по формулам 

a; 
| 9—7) 1 _ 99 

4 k=0 Al i! 2 (x) = a “ 
fo Е 

(x— x)! 

  

Однако интерполяционная формула Эрмита оказывается непригодной, 
если при построении квадратурных формул с использованием произ- 
водных в узлах х"” известны не все производные подряд до определен- 
ного порядка, а с пропусками, т. е. если вместо (1) строить формулу 
вида 

b n &—1 

[Py de= dS Ai el) + ROD, (3) 
a {= 

me Bio<Bir< +++ <Bra ts $=0, 1, wy и. 
Несмотря на различие квадратурных формул (1) и (3), покажем, 

что и для последнего случая возможен подход, опирающийся на тео- 
рию интерполирования. Во избежание очень громоздких выкладок 
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ограничимся случаем, при котором п = 1; x% =a; x, = 5; 

Вох = Вы = 2] —1; =, =г--1; Вод = Во = 0, (3’) 
b r 

т.е. | f(x) dx = Anof (a) + Arof @®) + (Aoi? @ + Arf? (6) + 

+R (f), (4) 
Поскольку 

b b 

\ F(x) dx = | f@t+o—x) dx, (5) 

то из (4) и (5) следует 

b b 

\ F(x) ax— | fat+b—x) dx =0= 

= (Ao,o — Ao) [f (@) — f (6)] + x (Ao; + An) f7-? @ + fF” 1. © 

Ввиду того что (6) должно иметь место для всех ] (х) из класса доста- 
точно гладких функций, получаем 

Ao,o = A1,0; Ao, — — A,,;, | = 1, 2, wee Г, 

и искомая квадратурная формула (4) принимает вид 

b b 

| dx =| Lf) +fa+o—mlae = 
a 

= Agia) + FO +B Atk @) +7 0+8. 
(7) 

Введем функцию 

O(x) = + If@ + fato—2)]. (8) 
Она обладает следующим свойством: 

O(a) =O) =+- [fF @ +i); 
(9) д _ L of — oF" @) = — OF () = SI @—F™ OL 

j=1,2, ..., 7. 

Построим для функции Ф (х) обобщенный интерполяционный много- 
член Эрмита Ро, (х), который удовлетворяет условию (9): 

Poy (x) = > UF (a) + FO) Bo (x) + у =F @ — F-” Ol 7; (8), (0) = 
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где для многочленов р, (х), | = 0, 1, ..., Г, должны выполняться соот- 
ношения: 

ро (х) = 1; р? (х = (— 0 8; (11) 
j= 0, 1, ...,7, s=1,2,..., 7, k= 1, 2. 

Bnecb Xx, = a; %_, = 6; 6., — символ Кронекера. 
Воспользовавшись свойствами чисел и многочленов Бернулли (при- 

ложение, $ 2): 

В, (1) = В, (0) = В 
Bon+i (0) = Вол = 0, n=1,2,...; (12) 

B, (x) = nBn_1 (x), 

легко видеть, что 

Do (x) = 1; (13) 

(b — a) ох 
pj (x) = Фи — Boi \5 _ — Во, |, 1=1, 2, с. Г. 

Заметим, что степень интерполяционного многочлена Ро, (х) не может 
быть меньше 2х, так как в противном случае не будет выполняться 
условие 

PY” (a) = — PH? (b) = > Uf? @ — f° (©) £0. 
Для нахождения остаточного члена интерполяционной формулы 

D (x)= Po, (x) + Ror (x) . (14) 
нам понадобится следующая теорема: 

Теорема 1. Пусть Ф (х) Е С”? [а, Ь| и обладает свойством 

Ф (а) =Ф( =ф, pa) (a) = — pei-) (b) = go, j=1,2,...,7 

и пусть Ро, (х) — ее обобщенный интерполяционный многочлен Эр- 
мита: 

Por (A) = Po (6) = Фу; 
P2-) (gy = — PY” (b) = js j=1,2,..., 7. 

(2r-+-2) la 

(15) 

Если существует функция в (х) ЕС Ь]’ такая, что 

g(a=g()=0; g@=g 9b) =0, f=1,2...,7 
gh (x) 40, Vx€ la, 41, 

то остаточный член в интерполяционной Ggopmyre (14) может быть 
представлен в виде 

’ (16) 

on™ © Roy (x) = Ф (х) — Par (x) = ее 8 (x), БЕ (а, 5), УхЕ(, 65). (1?) 

Доказательство почти повторяет доказательство ‘теоре- 
мы 1, $ 3, гл. 2. Введем в рассмотрение функцию 

F (t) = D (f) — Pa (ft) — №0, 

101



которая по построению принадлежит С®”Р? [а, 6] u удовлетворяет 
тем же условиям (16), что и функция в (х). Выберем параметр Х из 
условия Р (х) = 0. Для этого положим 

Ф (*) —Р», (<) 

g (x) 
Тогда, применяя последовательно теорему Ролля и используя усло- 
вия (15) и (16), получим: 

1) F (a) = F (b) = F (x) = 0, caeqopatTeibHo, cyllecTByioT TouKH £{” = 
=а< Е) <) —# = b такие, что Е’ (&”) =0, #=1, 4; 

2) существуют точки Ё =а<& <В < =Ь такие, что 
Е" (Е?) = 0, [= 1, 4, ит. д.; | 

г) существуют точки 7 =а< << Ь такие, что 
Fe» (6) = 0, = 1, 4. Отсюда заключаем, что существует такая точ- 
ка Ё, для которой Е®”Т® (Е) = 0; ЕЁ (а, 5). 
Теорема доказана. 

Следствие 1. В качестве функции © (х), о которой шла речь 
в теореме |, можно взять многочлен вида 

Е (х) = Quy (x) = (b— a)” | Bort (===) — В+ (18) а 

А =   

и формула (17) для остаточного члена запишется следующим образом: 

К» (х) = Ф (х) — Por (x) = 
| @er-+2) , _ 

= Sey Oa" | Brse (FSF) — Br. (19 
Это утверждение непосредственно вытекает из свойств чисел и много- 
членов Бернулли (12). 

Лемма 1. Для каждой функции Ф (х), удовлетворяющей условиям 
теоремы 1, существует единственный обобщенный интерполяционный 
многочлен Эрмита в смысле (15). 

Доказательство леммы оставляем в качестве упражнения 
для читателя. 

Вернемся теперь к построению квадратурной формулы (7), нало- 
жив условия, чтобы 

27-1 

R(f) =0 VIE 0 Th pe 

Из последнего условия и из формул (11), (13) получаем выражения 
для весов: 

  

b— 
A, = 5; 

5 2j—1 ° Ay =z J (a) dx = — ат } [Вы (5) — Ba] ax = 
— q)2/ = бов, FHL es (20) 
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и квадратурная формула (7) будет иметь вид 

  (Гоа Фо а ++ 

  

г 
b — a)! _ —_ НУР Вы а — +В, en 

j=l 

где согласно (8) и (19) | 

ео 2)! 

x | В = а — В АХ, = § (x) € (a, 5). (22) 

При получении формул (20) было использовано соотношение 
b b 

5b — b—a Ь — а 
b— 

— 3 Ут [Вел (0) — Ве (1)] = 0, 

b 

ВО | + a 46-91 x 

  

что следует из (12). 
Если положить в формуле (21) а= с th; b =c-+(i+l) A u про- 

суммировать ее по Гот 0 до п — 1, то в результате получим формулу 
Эйлера 

n—l c-+nh 

\ ja)dx=n| 10+ f (c+ ih) +1e+nh)| + (23) 
с 

< АВ 

т > ap EI (0) = FI (6 + hy] + Ror, 

где 

c+ih 
porte 4 pont? (E,) + ponte (2c + (2i— 1)h—E,)] x 

(2r + 2)! 

  

M
s
 

Ro, = 

1 с (1—8 

x | Barts ( ке = ah — Bar+2| dx, (24) 

где & С (c+ (i— lA, c+ ih), i =1, 2, ..., n,— HekoTOopbie cpeqHHe 
ТОЧКИ. 

‚_ Отметим, что первое слагаемое в правой части формулы (23) пред- 
ставляет собой формулу трапеций. В этом смысле на остальные сла- 
гаемые можно смотреть как на поправку к формуле трапеций. 

Кроме непосредственного своего назначения формула Эйлера при- 
меняется для нахождения сумм значений функции в равноотстоящих 
точках. 
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$ 5. ОСТАТОЧНЫЙ ЧЛЕН КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ 

Все квадратурные формулы, рассмотренные ранее, являются ква- 
дратурными формулами интерполяционного типа и поэтому остаточ- 
ный член их самым тесным образом связан с остаточным членом соот- 
ветствующей формулы интерполирования. 

Будем исследовать остаточный член квадратурной формулы ин- 
терполяционного типа 

b п 

[FH eG) dx=S CRAY +RY, 0) >0, (1 
алгебраический порядок точности которой т > п — 1. Тогда, заме- 
няя функцию | (х) интерполяционным многочленом 1-й степени, по- 

строенным по узлам xy’, R= 1, 2, ..., п, для В ([) получим выражение 

а Lt? RN =\e@) TO amas, ЕЕ, 5, @) 
a 

если остаточный член интерполяционной формулы взят в форме Кс- 
ши (см. $3, гл. 2). При т = п — | используем интерполяционный 
многочлен Лагранжа и 4 (х) в этом случае совпадает с в, (х) = 

A 

=П @- 7), при т>п— 1 — интерполяционный многочлен 
k=l 

n n 

Эрмита и для этого случая ® (х) = П (— хи), где У! а, = т. 
k=! k=1 

Изучать остаточный член по формуле (2) не совсем удобно и поэтому 
формулу (2) обычно приводят к виду 

Rf =f" () Bur ТЕ, 0, (3) 
где В„ — монотонная постоянная, не зависящая от | (х). В том слу- 
чае, когда © (х) — знакопостоянная функция, такое преобразование 
выполнить легко: достаточно к интегралу в (2) применить теорему 
о среднем, в результате чего получим 

b 

1 Bn = oH J (x) Q(x) 4х. (4) 

Отсюда можно сделать такой вывод: 

Для случая т > п — 1 среди х’, Е =Ь 2, ..., п, следует выби- 
рать кратные узлы и порядок кратности таким образом, чтобы много- 
член © (х) был знакопостоянным на [а, 6], если это возможно. 

Заметим, что если преобразование (2) в (3) существует, то постоян- 
ная В„ определяется формулой 

b Ш at! in) (x) __ q)"+! 

Bn = \ ea 0) de —¥ CPT ©) 
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т. е. совпадает с остаточным членом квадратурной формулы (1) для 
_ пут 

функции ] (х) = are Доказательство этого факта очевидно. 

Остается открытым вопрос о существовании такого преобразова- 
ния. Имеет место следующая лемма: 

Лемма 1. Пусть функция 
b 

К. ==) ( p (x) (x — y)” dx — x СР (xt — or] , 6) 

где (t)t = + (t+ |¢|), сохраняет знак на [а, 6]. Тогда будут иметь 

место формулы (3), (4). 
Доказательство. Запишем для функции | (х) ряд Тейлора 

с остаточным членом в интегральной форме 

пэ-У, PO ea + jouw D(x —y)" dy 
или с использованием символа ( т 

je) = ую (к + ет ew. о 
Применим к обеим частям (7) линейный оператор Ю. Тогда, принимая 

` т 

во внимание, что R (f) = 0, ViE U a, получим 
i=0 

b 

*  9(m+1) 

R(f)=R \ © t@—ytr iy) . (8) 
`а 

Ввиду ‚того что 
b 

foc | et Oe yt д [от 
у 

формула (8) приобретает вид 
b 

кр = (К, ФГ" (у) ау. 8’) 
Учитывая условия леммы и применяя теорему о среднем к послед- 

нему интегралу, получаем формулы (3), (4), что и требовалось доказать. 

Найдем теперь остаточные члены простейших формул Ньютона — Котеса 
(cm. § 1). 

Формула средних прямоугольников (п = |, алгебраическая точность т == 1). 
Имеем , 

_( a+b)" f" () Ё (5) a+b\? 
RO= \ (x 9 } 5 ах === (==) dx = 

a a 

= LO gas 

  

(9) 
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  Здесь Q (x) = (x a > 0, ч/х и использован интерполяционный многочлен 

а--ь 
2 e Эрмита с одним двукратным узлом х(?) = xf) — 

Формула трапеции (п = 2, алгебраическая точность т = 1). Имеем 

" (2 
R(f) = fon ad e—y Le Го a dx = — fo (b — a). (10) 

Здесь @ (х) = (x — a) (« — 6) <0, ¥xE (a, 6) w ucnonb30BaH MHTepnonsAMOHHEIA 

многочлен Лагранжа с двумя узлами x@) = a; x2) = 6. 

Формула Симпсона (п = 3, алгебраическая точность т = 3). Имеем 

  

  

b 

_ ato MO a _ РУО s Rp=| @—a(e— 9 } хо —— dx = 5580 (6 —а)°. (11) 
а 

a+b 2 
Здесь 2 (x) = (x — a) |x — о (x — 6b) <0, ¥xE€ (а, 6) и использован интерпо- 

ляционный многочлен Эрмита с узлами x) = а; x) = x) = at? x) — 6. 

Правило трех восьмых (п = 4, алгебраическая точность т = 3). Имеем 

в0- (—9(:- at?) (,— at) x—p £8 < dt =   

3 

b 

= \ Kws dy. (12) 

    9a + ) e a+ 2b 
3 3 

ной на [а, 6] и можно применять лемму 1. В данном случае, согласно (6) 

1 1 +78 
Katy) = a (6 — y)* — 5 {(a—»+F +3 | (22+ — y} | -- 

+73 

+3] (442% 9 | +16— th} 

мо |, [ав a+ 2b |: 

3yech 8 (x) = (x — a) (+ — (x — 65) не является знакопостоян- 

  

  и, разбив промежуток [а, 6] на три интервала E 

  

3 3’ 3 

а-- 26 
3, Ь|, нетрудно доказать, что в каждом из них К. (у) < 0. Следовательно, 

будут иметь место формулы (3), (5), которые приводят к результату 

КО въ 
КО =— в @ а)°, (13) 

который несколько лучше, чем для формулы Симпсона (11). 
Для случая общих формул Ньютона — Котеса ((8), $ 1) после несложных, но 

довольно громоздких вычислений, не связанных непосредственно с использованными 
выше приемами, можно показать, что имеют место формулы: 

2т—1 2т-{-1 (2m) эт--—1 
fradr=@—o SEM a+ it) — О (| оф а 
с = 1—k 

n=22m—1; 
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2т-1-1 ;(2т) 2т-к—1 

fre ах = (d—0) > yO (a + ih) — ee (| фа 

2n-+k 

— (y— 1) (y— 2) ‚лова, п = 2m, (15) 

om+tk—! 

rae 9 (%) = J u-ne-2. yim + Оу нат. 
Рассмотрим вопрос об остаточном члене квадратурных формул наивысшей алгеб- 

раической степени точности (см. (1), (2), $ 2). 
Теорема 1. Пусть весовая функция рф (х) в (1), $2, неотрицательная на [а, 6] и 

f (x) € C&™ [a, В], тогда ЗЕ С [а, 6] и такая, что для остаточного члена К (1) 
квадратурной формулы (1), $2, наивысшей алгебраической степени точности спра- 
ведливо равенство 

R= ae Г, (x) 0? (x) de. (16) 

  

Доказательство. Возьмем интерполяционный многочлен Эрмита 
Ho, (х), удовлетворяющий условиям: 

HYP?) (ef?) = [№ (, p=0,1; i=1,2,...,2, (17) 2n—| 

и подставим в (1), $ 2, вместо функции } (х) выражение 

(2п) 

По Ни е 9, ВЕ, = (18) 
где 

п 

Q (x) = Па— хх”). 
i=l 

В результате получим 

b b 

Голы [9 Ни 9 + loo FO ow ar= 
a 

_ (Г. 

так как квадратурная формула наивысшей алгебраической степени точности является 
точной для многочлена степени меньшей или равной 2п — 1. На основании теоремы 
о среднем из (19) получаем утверждение теоремы. 

Приведем теперь к виду (3) остаточный член формулы Эйлера ((24), $4). Из 
свойств чисел и многочленов Бернулли вытекает, что функция 

п (2п) 

=> oP oi fo () EO сы, (19) 
| 

Во, (#) — Во 

знакопостоянна на отрезке [0, 1]. Применяя к (24), $4, теорему о среднем и исполь- 

зуя непрерывность функции [272 (х) на [а, 6], получаем 

т Во), BE Le, dl (20) (27 + 2)! 

По приведенным формулам для остаточных членов удобно производить их оцен- 
ки, по которым можно судить о точности численного интегрирования. 

Ко, = 
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Пусть | (х) С wrth (М; а, 6), т. е. | (х) принадлежит классу функций, непре- 
рывно дифференцируемых до порядка т включительно и имеющих кусочно-непре- 
рывную производную порядка т -- 1, удовлетворяющую неравенству 

О (9 |< м. (21) 
Тогда из (1) и (8) следует неравенство 

b b n 

| ого У СР) < м | ры К, 914 = ММ, = (2) 
а ° k=1 a 

    

b 

где постоянная №, = | 0 (x) | Кр (х) | ах не зависит от {(х) и может быть вычислена 

а 

с любой степенью точности для каждой конкретной квадратурной формулы. 
В неравенстве (22) правую часть уменышить нельзя, так как для \5 (х) 6 

СРО (М; а, 6) и такой, что в") (х) = М зп К» (х), неравенство (22) превра- 
щается в равенство, т. е. 

sup — ММ. == (93) 
few (™+1)(M;a,b) 

b п 

| FG) pe) de— > ор oof 
=1 a 

  

  

$ 6. КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ 

С НАИЛУЧШЕЙ ОЦЕНКОЙ ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА 

| НА КЛАССАХ ФУНКЦИЙ 

. В конце предыдущего параграфа была решена следующая задача: 
задан класс функций РГ, определенных на отрезке [а, 6], и множество 
квадратурных формул $, требовалось для конкретной формулы из $ 
определить величину 

sup IRA, 

где Ю (7) — остаточный член квадратурной формулы. Естественно те- 
перь поставить такую задачу: найти квадратурную формулу из 5, 
на которой достигается 

inf sup | R (f) |. 
$ КР 

Важность такой задачи вытекает из следующих соображений. При 
b 

вычислении интеграла | Г (х) Ах по какой-либо квадратурной формуле 
а 

основной объем работы падает на вычисление значений функции в уз- 
лах квадратурной формулы. Естественно при заданной точности вы- 
числения интеграла выбрать ту формулу, которая требует минималь- 
ного объема вычислительной работы. Целесообразно искать решение 
этой проблемы не для конкретной функции, а сразу для некоторого 
класса функций. При этом от квадратурной формулы нужно требо- 
вать, чтобы она имела наилучшую оценку остаточного члена на рас- 
сматриваемом классе функций по сравнению с другими квадратурными 
формулами из 5, требующими примерно одинакового объема вычис- 
лительной работы. Это особенно важно для классов функций малой 
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гладкости, так как на таких классах функций наилучшими иногда 
оказываются простейшие квадратурные формулы. 

Рассмотрим некоторые примеры решения задачи об отыскании 
квадратурной формулы с наилучшей оценкой остаточного члена на 
классе функций. 

Возьмем сначала класс С“ ([.) функций { (х), непрерывных вместе 
с их первыми производными на отрезке [0, 1], для которых |[(х)| < 
< Г, Г > 1, и множество $ квадратурных формул вида 

, 

\ Fj dxe У СН, xf E10, 1 (1) 
4 k=1 

с фиксированным п, удовлетворяющих требованию, что они дают точ- 
ное значение интеграла, если | (х) = соп$, т. е. 

УС (’) 
k=] 

Точно так же, как это делалось в предыдущем параграфе, можно по- 
„ il 

казать, что на классе функций Cc (L) qa octaToyHoro usena R, (f) 
имеет место соотношение 

sup IR, I=L 1K, (Olde 
)(L) 

где 
R 

К. = УС, te, <2), k=0,1,..., 0 (2) 
i=! 

Здесь 0’ = 0, хи, =1 и сумма считается равной 0 при Ё = 0. 
Итак, для того чтобы построить наилучшую квадратурную формулу 

вида (1) на классе функций С° (Г), нужно х и С выбрать так, 

чтобы \ 1 К, (11 4Ё имел минимальное значение при х® С (0, 1), 
0 

У С” — | 

k=! 
ь | 

Полагая &, = Ж С” и используя (2), имеем 
i=l 

a (x vy п—1 хп) 

+Х |на. 
x{") 

  

V1 Kn (0 |dt = 

Можно показать (предоставляем это читателю), что 

xp) 
к п)\ 2 

) — xt )) ОИ lbp —t | dt > CH   
xi) 
xp 
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HO +l 
и знак равенства достигается при &, = . Поэтому 

1 n—| 

К. (914 > 2+5 (xerp1 — x4)? + 2 (1 — Ay. 0 

Если О< хх < --- < <, то правая часть последнего не- 
1 1 

равенства достигает минимального значения —— при xi? = 7; 

(п (п) (п 1 (n) n 1 
ХИ — Xp = 2х” = —— ( =], 2, .... п |); 1 — x" =x ==. 

Значит, 

1 

к, (014 > —— 

| 2k — 1 
и знак равенства имеет место при хи’ = ———; 

| (п) 
_ Же _ №. С® — | 
= а; = бе — бы = —-. 

Таким образом, наилучшей на классе С° (Г) квадратурной фор- 
мулой вида (1) при условиях (1’) является формула средних прямо- 
УГОЛЬНИКОВ 

Гук: У а) (3) 

и оценка остаточного члена этой формулы на классе С® ([) будет 
иметь вид 

(еы—--У < 
0 

Рассмотрим теперь класс № (Г) функций f (x), непрерывных на 
отрезке [0, 1] вместе со своими производными до порядка (9—1) 
включительно и имеющих 4-ю производную, интегрируемую с квад- 
ратом, 

М 

Si (4) 

  

  

1 

} 9 орах < 1. (5) 
0 

Каждую функцию этого класса можно представить в виде 

г = уго + г (ta ( 
Найдем среди формул (1) наилучшую квадратурную формулу для 

класса № (Г). 
Остаточный член квадратурной формулы (1) для функций это- 

го класса имеет вид (8), $5, с ядром К„(® ((6), $5). Используя 

110



неравенство Коши-Буняковского, получаем 

<P | Kale, = Ld, (7) 

  

1 

IR, (A) | = | f° () K,(d) dt 
0 

где 
1 

l 2 

Pn = Ka |, = | (К, (ОР а 

Ввиду того что , 
go” (t) —[ [Ки (0 | sign [Kn ()] EL, (0, 1] 
  

| Kn Ik, 

и [Ф? 1, = Г, то для такой функции ф (х) формула (7) приводит к 
соотношению 

[Аа (Ф) [= Кой. 
: Следовательно, 

зир |К„ (|= L| Ky lc, (8) 
Е ( Г) 

и целесообразно ввести следующее определение: 
Определение 1. Квадратурная формула (1) называется оп- 

тимальной квадратурной формулой на классе W3 ([.), если для ее по- 
грешности имеет место ‘оценка (7), с константой %p,, удовлетворяющей 
условию 

фи = inf SK (t)]? dt. 
xcs" 

Справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Среди всех квадратурных формул вида ([), точных для 

многочленов степени меньшей или равной 4 — 1, оптимальной квадра- 

турной формулой на классе 3 (Г) будет формула, точная на сплайн- 
функциях порядка 4. 

Доказательство. Пусть квадратурная формула 

Qn (f) = СЕТЕ) | (9) 

является точной на сплайн-функциях порядка 4, т. e. 

R, (5) = Q(s)—Q, (8s) = 0, WseS. (10) 
Построим какую-нибудь другую квадратурную формулу | 

Qn = ХР, (it 
для которой 

—1 

к.ф =90—9,@=0 УЕ я, (12) 
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Используя ядро К» (1), остаточные члены квадратурных формул 
(9) и (11) могут быть записаны в виде 

  

1 1 

Rif) =| КОР оа в. =( КОР а (13) 
0 0 

Следовательно, 

Q, (7) — О, (7) = 

n 1 

= Dic? —CP) Fal) = RW) — Ralf) =\ Ma OF © at 
rye ° 

= о (xf? И" 
М (t) = К» (t) — К (1) = > [cy — С” - @— 1) . (13’) 

Поскольку обе квадратурные формулы (9) и (11) точные на мно- 
жестве многочленов степени меньшей или равной 4 — 1, то 

A i) Run (n) aI 
Qn (P) — Qn (P) = № (Ci —Cr J P(x’) = 0, УРЕЦ ay (14) 

i= j= 

и, кроме того, ovat иметь место соотношение 

n — п С [(х(") — ty! n _ „. [@— (1)\+)9—1 

2 (C2 — Cr" aay = (IC — cm" a. (15)     

Для доказательства (15) положим Ё = Е [х®, хе: |, тогда равен- 
ство (15) примет вид 

мт сел 
2 (СР — Cl Gm 

ИЛИ 

— х("))9—1 

9—п ’ 
  

п _ t 

(— 1) Se” — cm 4 
i=] 

(x ak 
(п) (п) (xf? — yr v cP р (п) (п) 

ус т -¥ ya — Cl Goa f= 

ибо коэффициенты при степенях # на основании (14) все равны нулю. 
Полученное тождество доказывает справедливость соотношения (15). 

С учетом (15), формулу (13) можно привести к виду 

q A(n) (ny, LE = yy M,,(t) = (— 1) x [Cr — Cr] — ay (16)   

причем согласно (14) должны выполняться соотношения: " | 
DCP —CM PY =0, f= G1, 9-1 an 
= 

Следовательно, функция 

ма ln), (E— tPA 
S(x) = (— 1)’ > [С; ’— С; ’ (2g — 1)! (18) 
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удовлетворяет определению сплайн-функции порядка 4 (см. $ 3, гл. 3) 
и, кроме того, 

s® (x) = M(x). = (19) 
Поскольку квадратурная формула (9) точная на всех сплайн-функ- 

циях 4-го порядка, то 

В, = IK, (t) 8 (t) dt = |к (t) M,, (t) dt =0. (20) 

Отсюда следует 
1 1 

(1K, OP dt =| 1K, —K, 0+ K, OP at = 
0 0 

1 1 
' 

=\(K,0—K, OP dt +2) 1K, Q—K,O1K, @at+ | 1K, Pat = 
0 0 

$ 

1 1 

=| 1K,@—K, OP dt + | 1K, Pat > К, Ра, 
0 0 

здесь учтены (13) и (20). Причем равенство достигается тогда и только 

тогда, когда К» (В =К, (1, т. е. при С® = С", i=1, 2,..., в. 
Теорема доказана полностью. 

Отметим, что теорема | указывает только класс квадратурных фор- 
мул, среди которых находится оптимальная квадратурная формула 

на классе у (L). Для отыскания явного вида ее необходимо еще мини- 

мизировать [К„ (#12 аЁпо всевозможным наборам узлов х‘° Е [0, 1], 
0 

=], 2, 

_ Пример 1. Пусть 4 = 1, тогда, согласно теореме |, оптимальную квадратур- 

ную формулу на классе функций из wi (2) нужно искать среди формул вида (1), 

точных на сплайн-функциях первого порядка. 
Ввиду того, что фундаментальными сплайн-функциями первого порядка будут 

выражения 

f 0 tE (0, x1], 

Lt — xf (x — x), tE [Xi ,, 2M], 
519 —1 С =), 16, 5 | (21) 

| гы +1’ 

| 0, ГЕ, И, 
1=1,2,..., п, 

то коэффициенты С) оптимальной квадратурной формулы будут задаваться форму- 

лами: 

1 x) a | 
| pe tax, ge x 0, — x, 

п = ; = Tj Е — J xj 

“j \ да x) x”), dt + \ xf) _ lr) ' dt -. (22) 

0 j 5" ] J— an) ] 

 — . (п) (nt) i=1,2,...,n, xj’ =0, Xn 1. 
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В данном случае 
п ] 

Kn) =1—t— CMe? — ATP = CP — t=O, + — OP 1 
i=] 1—1 

[Е [x™, x i, 

  

  

и 

1 п к 

(кри =У | Kn OPdt = 
0 j=0 х(п) 

j 

a? | | — х(п)]з 

=- Lay > [iti — 47 P + —3*—. (23) 

Определяя минимум выражения (23), находим, что он равен т и и достигается 

(п) 2i — | ° 
npu xp" = —5 . Таким образом приходим к выводу, что оптимальной квадратур- 

ной формулой вида (1) на классе W3 (L) 6yneT формула 

1 п) 2—1 
—, Xx = (п) — 

C; n 1 2n 
9 i=1,2,..., A, 

т. е. формула средних прямоугольников. 
Оценка остаточного члена для этой формулы будет 

м та 
Чтобы получить оптимальную квадратурную формулу на классе №4 (Г), нужно 

фактически построить только фундаментальные сплайн-функции порядка д и вычис- 

лить С( по формуле 

< v FEW (L. 

  

1 

cl) = | 5 @) dx, i=1,2,...,2, 
0 

что следует из теоремы 1. 

$ 7. СХОДИМОСТЬ ОБЩЕГО КВАДРАТУРНОГО ПРОЦЕССА, 
НЕ СОДЕРЖАЩЕГО ПРОИЗВОДНЫХ 

Будем рассматривать квадратурный процесс, определяемый бес- 

конечными треугольными матрицами абсцисс х Е [а, 6] и весов С, 
— 0 — — (0 — x? oP 

(1) (1) (1) (1) 
x x C С 

nea. » Oe. (1) 
x x ae с”) с" с? 

ооо № 9 6 9 о 
— ° ° ° — — — 

Определение 1. Квадратурная формула, соответствующая 
п-й строке матриц Х и С, имеющая вид 

ор = } 2 дах = Х СРВ =0,0 +80, в 
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называется сходящейся, если 

lim Q, (f) = tim} СЕР”) = 9. nC) 

Введенный выше линейный функционал О, (Г), который можно рас- 
сматривать в банаховом пространстве С [а, 6], является непрерывным 
и норма его равна 

k=0 

Теорема 1. Для того чтобы УТ (х) Е Та, 6] имела место сходимость 
последовательности квадратурных формул (, (Т), построенных по 
треугольным матрицам Х и С, необходимо и достаточно, чтобы 

1) lim Q, (P) =9 {Р), Р (х Ел, п = 0,1,. 
П- 00 

2) ЗМЕЮ, такая, что 

У [С° |< М, = n= 0, 1, .. (4) 
k=0 

Доказательство. Известно, что множество многочленов 
является всюду плотным подмножеством С [а, 6] (теорема Вейерштрас- 
са). На этом подмножестве по условию 1) квадратурный процесс схо- 
дится и нормы линейных функционалов @, согласно (4) ограничены 
в совокупности, следовательно, утверждение теоремы | следует из 
общей теоремы сходимости для линейных операторов (приложение, 
§ 1). 

‚Приведем два простых следствия из теоремы 1. 
Теорема 2. Для того чтобы V f (x) €C la, 6] интерполяционный 

квадратурный процесс сходился, необходимо и достаточно выполнения 
неравенства (4). 

Доказательство. Первое условие теоремы | здесь выпол- 
нено, ибо из того, что квадратурный процесс — интерполяционный, 
следует, что для всякого многочлена Ри (х) т-й степени существует 
п > т такое, что 

Qn (Pm) = J p(x) Pm (x) dx. 

Второе условие теоремы | совпадает с условием доказываемой теоремы. 

Теорема 3. Если весовые коэффициенты С — неотрицательны, 
то квадратурный процесс сходится У [(х) Е Cla, 6] тогда и только 
тогда, когда он сходится У Р (Хх Ел,, п = 0, 1, 

Доказательство. Необходимость очевидна. Нужно про- 
верить лишь достаточность. Ввиду того что при f (х) =1 должно 
выполняться предельное соотношение 

lim Q, (1) = lim У С = lim х [Cy | = lim] Q|= 1, 
noo n-+oo R=0 noo R= 

то множество HOpM |Q,|| должно быть ограниченным для всех, 
п = 0, |, ..., т.е. выполняется условие 2) теоремы [. 
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Приведем две теоремы, указывающие на влияние выбора абсцисс 
квадратурных формул интерполяционного типа на сходимость. 

Теорема 4. Если абсциссы xy ) выбираются равноотстоящими на р р р и 
[—1, 1], c x§’ =—1, x? =1, mo веба С® = 0(0,1) таковы, что 

n 

величина У, IC?” | не ограничена по п. Следовательно, З5 (х) Е Са, 6] 
k=0 | 

ъвакая, что 

lim Q, (g) # Q(@). 
Snech Qin (x), [=0, 1, .... п,— фундаментальный многочлен 

(см. $ 2, гл. 1). Имеет место однако и положительный результат. 
Теорема 5. Если в качестве абсцисс выбрать нули многочленов Чебы- 

1иева первого рода Ти (х), т. е. 

(п) _ (2k -+ 1) x —_ 
Xk = C08 “So , k=0, 1, ..., 4, 

или нули многочленов Чебышева второго рода Uns; (x), т.е. 

(п) _ (Ел __ 
Xk — 608 а К = 0, 1 eee) A, 

то все веса С® будут положительны и 

lim Q, (7) — 9, (7), УТЕС [а, о]. 

Отметим, что сходимость квадратурного процесса наивысшей ал- 
гебраической степени точности является прямым следствием теоремы 
3. Действительно, при рф (х) > 0 квадратурная формула наивысшей 
алгебраической степени точности может быть построена для всех п 
(теорема 1, $2, гл. 4) и все весовые коэффициенты положительны 
(теорема 2. $2, гл. 4). Кроме того, квадратурный процесс будет схо- 
диться для любого многочлена.



Часть Il 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ 
МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ОПЕРАТОРНЫХ | Глава 5 
УРАВНЕНИЙ ПРОЕКЦИОННО- 

ВАРИАЦИОННЫЕ 
МЕТОДЫ   

В практике инженерных расчетов большое распространение по- 
лучили методы, укладывающиеся в общие рамки так называемых про- 
екционных методов. Среди них метод Бубнова — Галеркина, метод 
Ритца, метод наименьших квадратов и ряд других. В данной главе 
изложены наиболее применяемые проекционные методы, при этом 
основное внимание уделяется вариационным методам, теория которых 
в настоящее время близка к своему завершению. В последнее время 
интерес к проекционно-вариационным методам значительно повысился 
в связи с появлением интересных результатов по применению этих 
методов для получения хороших разностных аппроксимаций задач 
математической физики (имеется в виду метод конечных элементов). 

В начале главы изложены общие идеи проекционно-вариационных 
методов. Затем приведен метод наименьших квадратов и метод Ритца. 

$ 1. МЕТОД МОМЕНТОВ 

Почти все проекционные методы являются частными случаями 
метода моментов или как его еще называют метода Галеркина — Пет- 
рова. | 

Пусть А: Е > Е — линейный оператор, действующий из банахбва 
пространства Е в банахово пространство Е, с областью определения 
р (А) < Е и областью значений А (А) < Е. Рассмотрим уравнение 

Au =f. (1) 

„Проекционный метод решения этого уравнения заключается в сле- 
дующем. Задаются две последовательности подпространств {ЁЕ„} и 
{F,}; ЕСО (А; Е, с В, п =1, 2,.... а также линейные проек- 
ционные операторы (проекторы) P, :F-F,, T.e. операторы, удов- 
летворяющие условиям: 

P=P; PF=F, n=1,2, 

Уравнение (1) заменяем уравнением 

P,, (Au, — /) = 0, (2) 
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решение которого ищем в Е„. В зависимости от того, каким образом 
строятся подпространства Е„, РЁ, и проекционные операторы P,, 
получаются те или другие методы. 

Пусть пространства Е и Е являются гильбертовыми. Выберем в 
р (А) ив Е две последовательности линейно-независимых элементов 
{Фиг и {фр соответственно. Первую из них будем называть 
координатной системой, а вторую — проекционной. В качестве под- 
пространств Ев и Е‚„ возьмем линейные оболочки элементов @,, ф,, 
1 =|,2,..., И соответственно, а в качестве проектора Р„ — оператор 
ортогонального проектирования (ортопроектор Е на F,). Для даль- 
нейших преобразований уравнения (2) воспользуемся следующей 
леммой: 

Лемма 1. Для любого элемента ф из гильбертового пространства 
Р равенство 

Риф = 0 (3) 
и система равенств 

(ф, фр) =0, 1=1,2,..., П (4) 
эквивалентны. Здесь (-, -) — скалярное произведение 6 F; P, — opmo- 
проектор Е на Е„-линейную оболочку p,, i = 1, 2, n. 

Доказательство. Пусть справедливо (3). ‘Torna в силу ра- 
сенств 1; = Риф, ] =1, 2, ..., П и самосопряженности оператора 
Р„ получаем 

(ф, ру) = (ф, Р.Ф) = (Р‚ф, $) = 0, 1=1, 2, ..., И, 
так что верны соотношения (4). Допустим теперь, что справедливы ра- 

п 

венства (4). Tak Kak P,p€F,, To Ри = У ад. 
1—1 

Тогда 
` 

(Риф, Pap) = (Pa У arty) ya а, (Риф, ф;) = ya ау (ф, ф) = 

и лемма доказана. 
В силу этой леммы уравнение (2) эквивалентно системе 

(Au,—f,~=0, j=l, 2,..., 0, | (5) 

где и, СЁ, и, следовательно, находится в виде 

п 

и, = > C:9;. | (6) 
i=] 

Подставляя (6) в (5) и используя свойства скалярного произведения 
и линейность оператора А, получаем 

х (Aq,, 1р,) C= (7, bj), 1=1,2, ..., И. (7) 

Таким образом, задача определения и, свелась к задаче нахождения 
решения системы линейных алгебраических уравнений (7) относитель- 
но неизвестных коэффициентов с, # = |, 2, ..., п. Описанный метод 
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носит название метода моментов или метода Галеркина — Петрова. 
При приближенном решении конкретных уравнений этим методом ко- 
ординатную систему {$;};= и проекционную {$;};— можно выби- 
рать различными способами. От того, как выбраны эти системы, зави- 
сит быстрота сходимости применяемого метода и устойчивость счета. 

Приведем два частных варианта метода моментов, которые доволь- 
но часто применяются на практике. . 

Если гильбертовы пространства Е и Е совпадают иесли коорди- 
натная система совпадает с проекционной ф; = 1, # =1, 2, ..., то 
метод моментов носит название метода Бубнова — Галеркина. 

Если элементы проекционной системы выбираются исходя из ко- 
ординатной системы по формулам: 

p = AQ, j=l, 2, ...у 

то метод моментов называют методом наименьших квадратов. 
Определение |1. Будем говорить, что последовательность 

пространств {Е„}„—1 предельно плотная в банаховом пространстве Е, 
если \УФфСЕ выполняется соотношение 

Нто (ф, Е.) = Иш Е [Ф—и| = 0. 
ne» СЕ ©о п cou n 

Теорема 1. Пусть область определения О (А) оператора А плот- 
ная в Е, а область значений В (А) — в Е и пусть А переводит D (A) 
в КЮ (А) взаимно однозначно. Пусть подпространства А (Е„) и ЕР, 
замкнуты в Е. Пусть, наконец, проекторы Р„ равномерно ограничены 
по п | 

IPal<c, n=1,2,.... (8) 
Тогда для того, чтобы У ГЕ Е, начиная с nekomopoeo HOMepa No, 
существовало единственное решение и’, п > Ny, уравнения (2) и чтобы 
Нш |Аи, — {|= 0, необходимо выполнение условий: 
По 

1) последовательность подпрострачств А (Е„) предельно плотная 
в Е; 

2) при п > п, оператор Р„ переводит А (Е„) в Е‚ взаимно одно- 
значно; 

3) limt,= lim inf | P,z,|=t>0. 
N->oo n-*oo z,cA(E,) 

lz =I 
При этом быстрота сходимости характеризуется неравенством 

pf, ACE) < Ми, < (1+ -—)р(, АЕ, 6) 
В случае, когда подпространства Е» и Е, — конечномерны и размер- 
ности их совпадают, условие 2) является следствием условия 3). 

Доказательство. Произведем в (2) замену Au, = x,, MOC- 
ле чего получим 

PiX_= Pf, XC A(E,). (10) 
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Достаточность. Пусть выполнены условия 1) — 3) теоремы. Обо- 

значим через Р„ сужение проектора Р,„ на подпространство А (Ё,). 
Согласно условию 2), при п > п, существует обратный ограниченный 

оператор Ря\, переводящий Р„ на А (Е„). Таким образом, существует 
единственный элемент Xx, € A (Е„), являющийся решением уравне- 
ния (10), 

X, = Pa'Paf. 
—1 ° о 

Но тогда и, = Ах, — единственный элемент, удовлетворяющий 

уравнению (2). Существование А-" следует из того, что А переводит 
р (А) в К (А) взаимно однозначно. 

Далее из условия 3) вытекает, что | Pz! |< — < — Тогда с уче- 
п 

том (8) получаем 

ГР" Р.| < 1Р ИР < <», 

т. е. нормы операторов Ря'Р, равномерно ограничены. Vf, € A (E;) 
n—! 

имеем Р„ Р„}, = [‚, следовательно, 

Аи — {= х,— |= РР} [= РР, р) — (-Ь) 
откуда получаем 

| 4u,—fh<(1-+ £)if—fal (11 
Из (11) в силу произвольности элемента [, Е А (ЁЕ„) следует правая 
часть неравенства (9). Левая часть (9) следует просто из определения 
расстояния элемента от подпространства. Соотношение Ни | Аи, — 

Nery oo 

— [| = О следует из предельной плотности последовательности про- 
странств Е». — 

Необходимость. Пусть УТЕЕ при п >. п, существует единствен- 
ное решение уравнения (2) или (10) и Ш |Аи, —[| = 0. Нужно 

N=» 00 

показать, что выполняются условия 1) — 3). Поскольку 

lim | Au, —f| = lim|x,—fl=0, WfEF, 
rye x, € A (E,), To условие 1) выполняется. Далее, уравнение (2) 
при п > п. имеет единственное решение, следовательно, единственное 
решение имеет и уравнение (10), т. е. выполняется условие 2). Для 
установления справедливости 3) достаточно показать, что нормы опе- 

раторов Ря" равномерно ограничены при п > п.. Ввиду того что 

при п > № xX Xn = Pa ' Pf, TO 

P,'P.f—>f, WEF, 
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и на основании теоремы Банаха — Штейнгауза (приложение, $ 1) по- 
лучаем 

1 
| Pr Pil<e, Уп > п.. 

В частности, для |, ЕЁ, имеем: 

| Pa Fal =| Pa Pafal <cl fal, 
откуда следует выполнение условия 3). Теорема доказана. 

Заметим, что в условиях теоремы 1 нет предположения о разреши- 
мости уравнения (1), поэтому не затрагивался вопрос о сходимости 
приближений и,„. Если же [ЕР (А) и существует ограниченный об- 

ратный оператор А7", то из очевидного неравенства 

[и,— АТА «А Аи, — | 
вытекает, что сходимость невязки к нулю влечет за собой сходимость 
приближений и, к решению уравнения (1). 

Отметим, что условие (8) сильно сужает область применимости тео- 
ремы 1. Дело в том, что во многих случаях даже для конечномерных 
пространств Р,„ не существует проекторов Р„ с равномерно ограни- 

ченными нормами. Например, проектор Р, : С [0, 1] -» | л, имеет 
k=0 

HOpMy 

| P| clnn (c = const > 0), 

tT. e. lim |P,,| = co (cm. § 4, ra. 2). 

$ 2. ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Пусть для уравнения 

Au = f, (1) 
о котором известно, что ГЕ ЛР (А) и что оно обладает единственным 
решением и*, построен функционал Ф : Е + К., минимум которого 
достигается вединственной точке и*. Тогда задачу решения уравнения 
(1) заменяем задачей минимизации функционала Ф (и). Методы, ос- 
нованные на этой идее, носят название вариационных. 

Вначале рассмотрим вопрос о минимизации квадратичных функ- 
ционалов, не связывая его с решением уравнения (1). Далее, конкре- 
тизируя способы перехода от уравнения (1) к квадратичному функцио- 
налу, изложим метод наименьших квадратов и метод Ритца. 

Пусть С (и, 9) — симметричная полуторалинейная форма, т. е. 

С (ли, -- алиь, 9) = &,G (uy, о) | 9.( (и,, 3); 

С (и, ии -Е о.) = 0G (u,0,) + а, С (и, 93); 

reu, u, v;€D (G) CH, г=1, 2, причем область определения 
формы Д(() — линейна и плотна в Н. С формой С (и, и) связан 
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вещественный квадратичный функционал С (и, и) с той же областью 
определения, который мы будем считать положительным, т. е. 

С (и, и) >0, и-20. — (2) 

Пусть, далее, Г(и) — линейный функционал с О (1 >Ш0 (0). 
° Рассмотрим теперь следующий функционал: 

Ф (и) =С (и, и —2Ке (и) с, иЕО((,, (3) 

где с — вещественная постоянная. 
Лемма 1. Если квадратичный функционал С (и, и) положительно 

определен, т. е. 

Ч (и, и) > и (и, и), pod, VuEedD(O, (4) 

где (и, 9) — скалярное произведение в Н, и если функционал [ (и) 
ограничен, то функционал Ф (и) ограничен снизу. 

Доказательство в виде упражнения оставляем читателю. 
Введем следующее определение: 

Определение 1. Последовательность {и”} 1 элементов из 
р (С) называется минимизирующей для функционала Ф (и), если 

Ни Ф (и?) =Ф, = , inf Ф (и). (5) 
п-со 

Метризуем пространство О ((@) с помощью введения следующей 
метрики: 

1 

ра (и, 9) = [@ (и —ч, и—95)|°, Ми, ЕД (0) (6) 

(справедливость аксиом ‘расстояния легко проверяется), тогда спра- 
ведлива следующая теорема: 

Теорема 1. Пусть {и”} т — минимизирующая  последователь- 

ность для функционала Ф (и). Тогда последовательновть {и}: — 
фундаментальная в О ((). Если, кроме того, функционал Ф (и) 00- 
стигает своего минимального значения Фу в некоторой точке и* ЕО (С), 
то | 

lim po (u™, u*) = 0. 
Noo 

Доказательство. Ввиду определения минимизирующей по- 
следовательности для всех = >> 0 существует М№ такое, что | 

Ф (и) < Фе Уп >М, 
и, следовательно, 

(т) (п) 
® (uw) + Ou”) — 20 ее | <2e, Wn,m>N. а) 

Докажем тождество 

D (u) + ® (vr) — 20 [еее = = 0 (u—v), Wu,vEDG). ©) 
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Действительно, 

Фи +Ф0—25 (*+*) - 64, ui) + G(v, y—26(4t", ete)   

  

=+ Gu, и) — ВеС (и, 2”) ++ GQ,9) == Guu—v,u—v) = 

1 
=> PG (u— 2). 

Из (7) и (8) следует первая часть утверждения теоремы. Вторая часть 
следует из первой, если принять во внимание тот факт, что последо- 
вательность 

(1) (2) * ur’, u®, uw’, u®, ... 

является также минимизирующей. Теорема доказана. 
Следствие 1. Если квадратичный функционал С удовлетво- 

ряет условию (4), т.е. является положительно определенным, то 
имеют место утверждения теоремы | в метрике гильбертового простран- 

1 
ства Н:р (и, )=(и- о, и-о?. 

Теорема 2. Пусть Ф (и) достигает своего минимума Ф, в некоторой 
точке и* ЕО (0), тогда 

1) ((и*, )=[%, У ЕО (0) 

2) Dw* +v) =D (u*) + Gv, v), VWveD(G). 

Из 2), в частности, следует, что минимум Ф (и) является строгим. 
Доказательство. В силу предположения теоремы Vue 

ЕД (а) будем иметь: 

® (u* +0) =G(u* +9, u* + 0) —2 Rel (u* +0) +c=O (u*) + 
+ 2Re G(u*, v) — 2Rel(v) + G(v, |) > D(u*). (9) 

Отсюда получаем, что УоЕД (() должно выполняться неравенство 

2 Re[G(u*, v) —L(v)] + Gv, v) > 0 (10) 
и, в частности, оно должно иметь место при замене о на #9, где? — 
произвольное вещественное число. Тогда будем иметь: 

2t Re [G(u*, v) —L(v)] + PG(v, 9 > 0. (10’) 
Поскольку и величиной, и знаком { разрешается варьировать, то всег- 
да $ можно выбрать так, чтобы в левой части (10’) первое слагаемое 
было преобладающим и отрицательным. Полученное противоречие раз- 
решается только тогда, когда выполняется условие 

Re G (u*, v) = Rel (v). | 

Аналогично, подставляя в (10’) Йо вместо 9, показываем, что должно 
выполняться также и такое условие: 

[т С (и*, v) = Iml (v), 

тем самым первая часть теоремы доказана. Но тогда из (9) следует вто- 
рая: часть теоремы и доказательство полностью закончено. 
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В предположении, что элемент и* ЕД (С), минимизирующий функ- 
ционал Ф (и), существует, возникает вопрос нахождения приближе- 
ний к этому элементу. Чтобы ответить на этот вопрос, поступим сле- 
дующим образом. Выберем в О (@) линейно-независимую систему эле- 

ментов (и;};—1 и построим по этой системе линейную оболочку первых п 
элементов и, {= 1, 2, ..., п, которую обозначим через Н„ = 2 (0). 

Имеют место следующие две леммы, которые ввиду их простоты 
приведем без доказательства: 

Лемма 2. Функционалы С (и, и) и [(и) непрерывны на каждом 
из пространств Н„. 

Лемма 3. Квадратичный функционал С (и, и) положительно опре- 
делен на каждом из подпространств Н„, т. е. существуют т» > 0, 
n= 1, 2, ..., u makue, umo 

G(u, u) >m,(u, u)=m,|uP, VWucH,. (11) 

Лемма 4. Для всех п в Н, имеется единственный элемент и? 
такой, что | | 

O, = O(u™) = inf D(u). (12) 
ЧЕН» 

Доказательство. Ввиду того что ограниченность линей- 
ного оператора является необходимым и достаточным условием его 
непрерывности, то из леммы 2 вытекает, что 

114) | <а„[и], УиЕН,, 
и, следовательно, 

    ® (u) > m,| xP —2d, |x = т, | — 7 
dy 

С. 
Mn n т т 

Из последнего неравенства получаем, что Ф (и) > с, если |x| > . 
п 

.. 24 
Пусть $, = {x [Хх] < Pin), тогда будут иметь место соотношения 

п 

Ш Ф(и) >с=Ф (0) > ШФ (в), 
Ни $п Sn 

откуда следует, что 
ШЕФ (и) = ШЕФ (в). 
Нл би 

Но $, — компакт и Ф (и) непрерывен на этом компакте, следователь- 
но, существует и, Е 5, и такой, что будет справедливо (12). Един- 
ственность и, следует из второго утверждения теоремы 2. Лемма до- 
казана. 

Описанный выше процесс нахождения — последовательности 

{u” \n=1 называют обычно процессом Ритца. Утверждать, что полу- 
ченная в результате этого процесса последовательность (и”} и ми- 
нимизирующая, конечно нельзя. Нужны дополнительные предполо- 

жения. Рассмотрим, к чему сводится задача определения и”, для 
случая, когда Н — вещественное гильбертово пространство. 
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(n) Ввиду того что и’’ отыскивается в H,, TO 

и") — У as u, (13). 
i=] 

где а” — пока неизвестные вещественные коэффициенты. Подстав- 
ляя (13) в функционал Ф (и), получаем функцию от п вещественных 
переменных al”, i = 1, 2, ..., п: 

n 

(n) (1) 4 (п) (п) Ф(У4 “)= > ay”a;'G (u;, и) —2 da: I (u;) +c. 
= 1, |==1 i= 

На основании леммы 4 эта функция имеет единственный минимум, ко- 
торый находится из следующей системы: 

am 

= я. =23 alG (u;, uj) —2l (u,), i=1, 2, ...,n (14) 
j=1 

ИЛИ 

У al” G (uu, uj) =1 (uj), j=1, 2,..., И. (14’) 

Определителем системы (14’) является определитель Грамма, если 
рассматривать С (и, 9) как скалярное произведение в О (С) (все ак- 
сиомы скалярного произведения, как нетрудно убедиться, выполнены). 
Известно, что он отличен от нуля. Тем самым получено доказательство 
леммы 4 с другой стороны и причем конструктивное. 

о Таким образом, процесс Ритца для каждого п сводится к решению 
системы линейных алгебраических уравнений вида (14). Заметим, что 
все проекционные методы, и в том числе вариационные, не являются 
итерационными в том смысле, что для отыскания каждого последую- 

щего приближения и” не используются предыдущие приближения 

и’ 1=1, 9,.... п— 1. Поэтому на практике обычно ограничиваются 

отысканием ЛИШЬ одного какого- нибудь приближения и®. 

$ 3. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Пусть А: Н-—-Н — линейный оператор, действующий в вещест- 
венном гильбертовом пространстве Н, для которого существует об- 

ратный оператор А”". Рассмотрим вопрос о решении уравнения 

Au =f, (1) 

где иЕД (4), [ЕР (А) с точки зрения вариационного подхода, 
изложенного ранее. Отправным моментом является построение под- 
ходящего функционала, минимум которого достигается на единствен- 
ном решении уравнения (1). Под словами «подходящий функционал» 
следует понимать такой функционал, к которому можно было бы при- 
менить общие теоретические положения $ 2. В методе наименьших 
квадратов такой функционал строится чрезвычайно просто: 

© (u) =|Au—fP = (Au—f, Au—f) = (Au, Au) —2 (Au, fy +) F BP. « 
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В силу сделанных предположений относительно оператора А и вида 
функционала Ф (и) убеждаемся, что 

ШЁЕ Ф (и) =0 =Ф (u*), (3) 
uc D(A) 

где и* — решение уравнения (1). Сравнивая функционал (2) с общим 
функционалом (3), $ 2, видно, что, если в нем положить ДО (0) = 
= D(A); G(u, v) = (Au, Av), 1 (u) = (Au, |); с = |7 Ё, то получим 
функционал (2). | 

Будем находить последовательность приближений к решению урав- 

нения (1) (и”}^. с помощью процесса Ритца, описанного в конце 

$ 2. Пусть {и}: ар (А) — система линейно-независимых эле- 
ментов. Строим по ней линейную оболочку Н„, натянутую на и, # = 

_1 2, ..., в, и ищем ц® в виде 

У a” u, (4) 

i=] 

Система линейных алгебраических уравнений (14’), §2, для определе- 

ния постоянных а”, 1 =1, 2, ..., п, принимает в данном случае вид 

(п) x а" (Аи, Аи) = (К Аи), j=1, 2,..., n, (5) 
(‘= 

т. е. приходим к методу, о котором уже упоминали в $ 1, указывая, 
что он является частным случаем метода моментов. 

Для исследования сходимости метода наименьших квадратов (до- 
казательства того, что {и”}^ — минимизирующая последователь- 
ность для функционала (2)) нам понадобится следующая лемма: 

Лемма 1. Пусть И = {и} < Н — некоторая линейно-незави- 
симая система элементов. Пусть Н„ — линейная оболочка, натянутая 

на элементы и, Г = 1,2, ..., пи, и через Ц обозначено замыкание линей- 
ной оболочки системы Ц. Тогда 

|1) для того чтобы иСИ (иЕН), необходимо и достаточно, 
чтобы имело место соотношение 

limu™ = Нт Рньи = и; (6) 
Пп-со п =со 

2) для того чтобы И = Н, необходимо и достаточно, чтобы предель- 
ное соотношение (6) было справедливо У и"ЕН. 

Здесь в (6) Рн, — проектор из Н в Нн. 

— Доказательство. Пусть и 60, тогда для всех в > 0 су- 

ществует номер № и линейная комбинация uN © Нк такие, что 

[и — и | <. 
Пусть | 

[и — ug | = inf [u—ol, 
ЕН» 

т.е. и” — наилучшее приближение элемента и на подпространстве 
Н„. Тогда на основании свойств элемента наилучшего приближения 
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в гильбертовых пространствах (см. $ 1, гл. 4) будем иметь: 

(и— и", 0) — 0, УэЕН,, 

т.е. и" = Рн,и — проекция и на подпространство Н„. В силу при- 

веденных рассуждений будут иметь место неравенства: 

шо — и] = [ини -— и] < [Рний — и < | —и|<е, Уп> 
и соотношение (6) доказано. Наоборот, если имеет место (6), то после- 

довательность элементов и = Рн, ucCH,c ( и сходится к неко- 

торому элементу и. Поскольку. все предельные элементы последова- 

тельностей из (И принадлежат, то и иЕбИ. Первое утверждение 
леммы доказано. Второе утверждение следует из первого. 

Теорема 1. Для того чтобы последовательность {и и} —1, No- 
строенная с помощью процесса Pumya, была минимизирующей для 

функционала (2), необходимо и достаточно, чтобы [Е У, где У — 

замкнутая линейная оболочка системы элементов {у = {Аш}. 
Доказательство. Согласно определению, последователь- 

ность {и ИИ будет минимизирующей для функционала (2), если 

lim | Au — f | = 0. 
Ne-roo 

Обозначим через У, линейную оболочку элементов 9, = Au,, i = 
—=1,2,..., п, тогда по построению 9" = Аи” является элементом наи- 
лучшего приближения для | в подпространстве У„ гильбертового 
пространства Н. Следовательно, | 

0") — Aum = Рич = APH Uu 

и использование предыдущей леммы доказывает теорему. 
Приведенная теорема | характерна именно для метода наименьших 

квадратов. В других вариантах метода моментов стремление к нулю 
невязки | Аи” — }|, вообще говоря, не имеет места, если даже и” > 
—и*. 

Следствие 1. Если система элементов {Ац;};—! — полнаяв Н, 

то УЁЕР (А) Им | Аи" — 1 = 0. 

Доказательство следует из теоремы 1. 
На основании следствия | из $2 будет справедлива следующая 

теорема: 

Теорема 2. Если | ЕТ и оператор А*А — положительно опреде- 
ленный, где А* — оператор, сопряженный к А, то 

lim |u™ — u*| = 0. 
. N- oo 

Доказательство. Поскольку [ принадлежит замкнутой линей- 

ной оболочке У элементов {Аи;};—1, то по теореме | последовательность 
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ип, п=1, 2, ..., минимизирующая для функционала (2). Из по- 
ложительной определенности оператора 4* А вытекает, что 

С (и, и) = (Аи, Аи) = (А*Аи, u)>plul?, Vue D(A), 

где p > 0. Применяя далее следствие 1, $ 2, получаем утверждение 
теоремы. 

Замечание. Теорема 2 будет справедлива, если условие положительной 
определенности оператора А*А заменить условием существования ограниченного 

оператора A. 

$ 4. МЕТОД РИТЦА 

Из всех проекционно-вариационных методов метод Ритца пожалуй 
получил самое широкое распространение. Хотя он применим при 
условиях более ограничительных, чем большинство других проекцион- 
ных методов, зато более прост с вычислительной точки зрения. 

Перейдем к изложению метода Ритца. Пусть ищется решение опе- 
раторного уравнения и 

Аи = }, (1) 
где иЕД (А) < Н, [ЕЮ (4) < Н. Здесь под Н будем подразуме- 
вать вещественное гильбертово пространство. Относительно линейного 
оператора А введем следующие ограничения: 

A= A*, T. e. (Au, v) =(u, Av), Vu, v€ D(A), (2) 

(Au, u)>plupP, poo, VueD/(A). (3) 
Согласно идее вариационных методов, заменим задачу решения 

уравнения (1) задачей минимизации функционала 

Ф (и) = (Аи, и) —2 ($, и), иЕБ(А), (4) 
который называется функционалом энергии. Если ввести обозначения 
С (и, 9) = (Аи, v); 1 (u) = (f, u) Vu, v€D (A) 4, наконец, положить 
D (G) = D (A), To получим функционал, рассмотренный в $2 (с = 0). 
Ввиду того что функционал /[ (и) =(и, Г) ограничен на О (С), а квадра- 
тичный функционал С (и, и) = (Аи, и) положительно определен, то 
функционал Ф (и) ограничен снизу. Следовательно, существует эле- 
мент и* ЕД (() и такой, что 

@M, = O(u*) = шшФ (и). (5) 
ue D(G) 

Согласно теореме 2, $ 2, этот минимум является строгим и 

G(u*, v) =l(v), Vue DG) 
ИЛИ 

@ (и*, v) —1(5) — (Au*, v) — (f, v) — (Au* —f,; v) = 0, МЕД (0). (6) 

Если множество О (С) = р (А) всюду плотно в Н, то из (6) следует, 
yTo Au* — f = 0 (приложение, $ 1), т.е. элемент, на котором дости- 
гается минимум функционала Ф (и), является одновременно решением 
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уравнения (1). Обратное утверждение следует из (9), 5 2. Таким об- 
разом, доказана следующая лемма: 

Лемма 1. Пусть линейный оператор А обладает свойствами (2), 
(3) и имеет область определения О (А), всюду плотную в Н. Тогда для 
того, чтобы элемент и* ЕО (А) был решением уравнения (1), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы имело место соотношение (5). 

Эта лемма лежит в основе метода Ритца. Вместо решения уравне- 
ния (1) займемся минимизацией функционала энергии (4), для чего 
применим процесс Ритца, описанный в $ 2. Выберем координатную 

систему {и;};-1 ЕД (А) и построим  последовательность подпро- 
странств Н„, являющихся линейными оболочками элементов ц,, # = 1, 
С .. П. ‚ Далее с помощью процесса Ритца находим последовательность 

-> as” и. Коэффициенты ad, i=), 2, ..., п, согласно $2 

определяются из системы 

> а? (Аи, и) = (Би), j=l, 2,..., 0. (7) 

Существование и единственность элемента и”, доставляющего ми- 
нимум функционала Ф (и) на Н„, следует из леммы 4, $ 2. 

Сравнивая (7) с расчетными формулами метода моментов (см. $ 1), 
видим, что они будут совпадать, если в методе моментов выбрать проек- 
ционную систему, совпадающую с координатной. Однако наличие до- 
полнительных предположений (2) и (3) в методе Ритца позволяет по- 
лучить более сильные результаты, которые нельзя получить в общем 
методе моментов. | 

Для дальнейшего изучения метода Ритца удобно ввести в рассмот- 
рение энергетическое пространство Нд (приложение, $ 1). Введем в 
Р (А) энергетическое скалярное произведение 

(и, Эд = (Аи, 9), Vu, v€ D(A) (8) 

(проверку справедливости аксиом скалярного произведения оставляем 
читателю) и энергетическую норму 

1 . . 

2 12 
[ша = (“, wal” = (Аи, и)]". (9) 

Пополнение Д (А) в норме | - |д обозначается через Над. Из определения 
Нл легко видеть, что О (А) является всюду плотным множеством в НА. 

Имеют место неравенства: 

  

  

Jul< <i, Vue Hy; аб) 

[ша < т ‚ WueDa. (11) 

Неравенство (10) следует из определения энергетической нормы и не- 
равенства (3) для всех иЕД (А). Для остальных элементов из Нд 
оно устанавливается предельным переходом. Неравенство (11) следует 
из неравенства Коши — Буняковского 

[им]? = (Ам, и) < ТА и | 
И уже доказанного соотношения (10). 
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Рассмотрим вопрос о том, чем будут являться элементы последова- 
тельности {и}? в терминах введенного энергетического про- 
странства Нд. Имеем: | 

®w = (Au, u)—2(f, w) = |ula—2 (Au*, u) = 
=|ul’,s—2(u*, u)a, Vue D(A), 

ИЛИ | 
® (u) =|u—u*|a—|lu* la, Wue D(A). (12) 

Поскольку и" доставляет минимум функционалу (12) на подпростран- 

стве Н»„, то и® = РнА ц* является проекцией и* на Н„ в энергети- 

ческом пространстве Нд. | 
Приведем теорему, указывающую условия, при выполнении кото- 

рых последовательность {и”} будет минимизирующей. 

Теорема 1. Для того чтобы последовательность {и”} была мини- 
мизирующей, необходимо и достаточно, чтобы и* Е К“, где К“ — 
замкнутая в метрике НА линейная оболочка координатной системы 

(ира. | | 
` Доказательство. На основании леммы 1, $ 3, для того 

a . H 
чтобы и* Е К“, необходимо и достаточно, чтобы Рна и* — и*. Так 

Н как РнА и* = и”, то теорема доказана. 

Замечание. Из сходимости и к и* в метрике энергетического простран- 
ства Нд на основании неравенства (10) вытекает сходимость и") к и* в метрике Н. 

Теорема 2. Пусть координатная система {u;\i-1 полна в НА. 

Тогда dim ul —u* la = lim|um — u*| = 0. | 
пс noo 

Доказательство следует из теоремы 1. 
Отметим, что метод Ритца для уравнения 

A*Au = A*f (13) 
эквивалентен методу наименьших квадратов. Действительно, 

Ф (и) = (4*Аи, и) —2(А*], и) = (Аи, Аи) —2( Аи = 

= (Au—f, Au—/f)—(f, f) =|4u—fFP—I| FP, 
т.е. функционалы в методе Ритца и в методе наименьших квадратов 
для случая уравнения (13) отличаются на постоянное слагаемое. 

Глава 6 

РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Среди приближенных методов решения задач математической фи- 
зики особое положение занимают разностные методы, в которых диф- 
ференциальная краевая задача заменяется разностной краевой зада- 
чей (разностной схемой). 
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$ 1. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТОДА СЕТОК 

Пусть А — линейный оператор с областью определения Д (А). и 
областью значений А (А) соответственно из банаховых пространств 

В, И B.. Расемотрим задачу нахождения решения уравнения 

Au=j, uC€B,, ЕСВ, (В, В, В =В,). а) 

‚ Говорят, что задача (1) поставлена корректно (на’В., В.), если 
для любого [ЕВ, она имеет единственное решение, непрерывно 
зависящее от {. 

_ Основной целью всякого приближенного метода является получе- 
ние решения исходной задачи с заданной ТОЧНОСТЬЮ & >> 0 за конечное 
число действий. 

Конечно-разностный (сеточный) метод решения будем характеризо- 
вать заданием: 

1) множества некоторых нормированных пространств с нормой |1| 
такого, что оно содержит сходящуюся к нулю последовательность, но 
не содержит нуля; 

2) семейства операторных уравнений 

APn= Pn %EBy, 9,€ Ba, (2) 
rye A,: By; — В» — линейные операторы; 

_ 3) способа сравнения элементов пространств В, и Вил. 
‚ В случае, если для приближенного решения уравнения (1) приме- 
няется конечно-разностный метод, то за й можно принять вектор ша- 
гов сетки; операторное уравнение (2), зависящее от параметра ‘А, 
называют разностной схемой; Bi, — пространством сеточных функ- 

ций 9,, определенных на множестве , узлов сетки. 

1. Погрешность метода. Сходимость 

_ Способ сравнения элементов В, и В определим при помощи се- 
мейства линейных операторов Рав, отображающих В, в Вль. 

Пусть существуют линейные операторы Рив: В, —> Ви такие, что 

Рави = u,€B,,, ecm u€ B,, (3) 

- (, 4 | - |.» соответствен-                                        

но пространств В, и Ви, т. е. | 

lim ИР Hh, =| 4h (4) 
МАГ 

Тогда можно говорить о сходимости элементов 9, пространства By, 
к элементу и из пространства В., если 

Yo lan =U — Pag lan = — и, — 0 при [й|->0. (5) 

Таким образом, если и — решение уравнения (1), о, — решение 
уравнения (2), то под погрешностью разностной схемы (2) понимают 
величину 

| Y, = 0, — Pint = Uy — Uy. en) 
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Говорят, что решение разностной схемы (2) сходится к решению 
задачи (1) со скоростью О (||) (или имеет порядок точности т >> 0), 
если при достаточно малом |й| <, выполняется неравенство 

Yalan = |v, — м, | = O(h|” ), или [и < lhl”, (7) 

где х > 0 — постоянная, не зависящая OT A. 
Таким образом, порядок точности т зависит от скорости сходимости 

[уь|в к нулю. 
Следует отметить, что это не единственный способ сравнения эле- 

ментов, принадлежащих пространствам В, и Вл. Иногда, наоборот, 
сеточную функцию и, доопределяют во все точки области ® опреде- 
ления функции и. Доопределенную таким образом функцию о обозна- 
чим через о (х). Очевидно, разность 9 (х) — и (х) Е В.. Тогда можно 
говорить о сходимости элементов 9, пространства В» к элементу и 
пространства В,, если 

[9 (х) — и (х) в, —0 при |1 | —0. 

Однако чаще для исследования сходимости разностных схем приме- 
няется первый подход. 

2. Корректность 

Определение. Разностная схема (2) корректна, если она 
однозначно разрешима и устойчива или: 

1) для любых ф, Е Вк существует единственное решение ч, урав- 
нения (2) (схема (2) однозначно разрешима); 

2) решение 9, уравнения (2) непрерывно (и притом равномерно 
по Й), зависит от Ф, (схема (2) устойчива на (Ви, Bop)). 

‚Для линейных операторов А, однозначная разрешимость схемы 

означает, что существует оператор А» 
—1 

Un = An Pe» | (8) 
. —1 

а устойчивость схемы означает, что Ак : В» — Вии равномерно по й 
ограничен, т. е. 

| An <x, (9) 
где х >> 0 — постоянная, не зависящая от Й. Поэтому из (8) и (9) 
получаем, что для устойчивых разностных схем имеет место оценка 
(при любых ф, Е В») 

19 <| <|An ll Pn len < Фь 
или 

lp ln < * 1 Pa len (10) 

Неравенство вида (10) называют априорной оценкой для схемы (2). 
Получение таких оценок и составляет основное содержание теории 
устойчивости разностных схем. 

Корректность разностной схемы является, вообще говоря, внутрен- 
ним свойством схемы `(2), не связанным с корректностью исходной за- 
дачи (1). Но на самом деле эти понятия взаимосвязаны. Например, 
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если кроме условий (3), (4) будут выполняться условия существова- 
ния линейных операторов Ро : В. —> В» таких, что 

Pof = fy € By, ecan fC B,, (11) 

и условия согласования норм пространств В. и В 

lim | Popf lon = If le» | (12) 
ИА] ->0 

то из (10) следует справедливость неравенства 

[и <=, (13) 
т. е. устойчивость исходной задачи. 

3. Аппроксимация 

Пусть определены семейства линейных операторов вида (3) и (11) 
и выполнены условия согласования норм (4) и (12). Запишем уравне- 
ние, которому удовлетворяет погрешность 

Yn = Un — Up, (14) 

разностной схемы (2). Подставляя v, = y, и, в (2), получим 

Ану, = ф» УВ, ФьЕВьь (15) 

где фр, = ф, — A,u, — погрешность аппроксимации уравнения (1) 
разностной схемой (2) на решении и исходной задачи (1). 

Определения: 1. Разностная схема (2) обладает т-м поряд- 
ком аппроксимации на элементе иЕ В,, если при всех достаточно ма- 
mix |h| < № 

Palen =] Pn — Anta le, = О [№ Г). (16) 

2. Оператор А, аппроксимирует оператор А с порядком т >> 0, 
если для любого и Е В, справедлива оценка 

| Ay (Prptt) — Pop (Ax) |, = O (| A I"). (17) 

3. ф, аппроксимирует ] с порядком т >> 0, если для любого [Е В, 
при всех достаточно малых |#| < №, имеет место оценка 

In — Pont ln < O (1 |”). (18) 

Если выполнены условия (17) и (18), то разностная схема (2) будет 
иметь 71-й порядок аппроксимации на решении и уравнения (1). 

В самом деле, 

Va = Pn — Аниь = ф, — Ани, + Рь (Аи) —Р|, 

откуда, если выполняются условия (16) и (17), то 

I Palen < | Pn — Ры/ len + An (Pint) — Pop (Aud) lon = O([ |”). (19) 
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Отметим, что в зависимости от выбора. В»: порядок аппроксимации 
может изменяться или даже аппроксимации может и не быть. 

Если разностная схема (2) корректна, а у, — решение задачи (15), 
то из (10) имеем: ui Тв <, 0) 
Из неравенств (20), (16) и (7) следует, что решение у, задачи (2) бу- 
дет сходиться к решению и задачи (1), причем порядок сходимости 
будет совпадать с порядком аппроксимации разностной схемы (2) на 
решении и уравнения (1). Таким образом, из неравенства (20) следует 
такая теорема: 

Теорема 1. Если схема (2) корректна и аппроксимирует задачу (1), 
то решение задачи (2) при |В| —> 0 сходится к решению и задачи (1), 
причем порядок точности схемы совпадает с порядком аппроксимации 
на решении и уравнения (1), или, как принято говорить, из устойчи- 
вости и аппроксимации схемы (2) следует ее сходимость к решению и 
уравнения (1). 

Таким образом, опираясь на теорему |, задачу исследования сходи- 
мости разностной схемы (2) (оценки скорости сходимости) можно раз- 
бить на две более простые задачи: 1) исследование порядка аппрокси- 
мации разностной схемой исходного операторного уравнения; 2) ис- 
следование корректности разностной схемы (2). 

Отметим, что доказательство корректности разностной схемы свя- 
зано не только с исследованием сходимости решения 9, задачи (2) к 
решению и’ исходного уравнения (1), но также с физической детерми- 
нированностью задачи (2) и возможностью ее решения по приближенным 
исходным данным. Поэтому, если нужно выяснить пригодность той 
или иной разностной схемы для решения задачи, мало знать, что схема 
устойчива. Вообще желательно знать примерно величину коэффициен- 
та х. Кроме того, в связи с необходимостью получения для решения 
второй задачи априорных оценок вида (10) встает вопрос не только 
о выборе согласованных норм соответственно в пространствах В: и 
Ви, В, и В», но также о связи между выбором норм в Вэн (В.) сравни- 
тельно с нормами в Ви (B,). Для такого выбора норм в Вгь нет общего 
правила, однако их нужно стремиться выбирать так, чтобы порядок 
аппроксимации оказался как можно выше, но устойчивость при этом 
еще не утерялась. | | 

Решение задачи (1) (исследование порядка аппроксимации разност- 
ной схемой исходного операторного уравнения), как правило, не свя- 
зано с принципиальными трудностями и для широкого круга задач 
сводится фактически к разложению решения в ряд Тейлора. 

Для доказательства корректности разностной схемы нельзя ука- 
зать единого подхода. 

Некоторые приемы исследования корректности основаны на ис- 
пользовании информации о свойствах оператора А, разностной задачи 
(2) (например, положительной определенности, самосопряженности), 
на изучении спектра разностных операторов, на использовании раз- 
ностного принципа максимума, использовании неравенств между опе- 
раторными коэффициентами разностных схем. 
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$ 2. О ПОСТРОЕНИИ СЕТОК, СЕТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
И СОГЛАСОВАННЫХ НОРМ 

Разностную схему вида (2) строят на сетке Q,, покрывающей об- 
ластьб2 определения функции и. Замена области & некоторым конеч- 
ным множеством Точек, лежащих в этой области и являющихся об- 
ластью. определения функций дискретного аргумента, называется раз- 
ностной сеткой. Рассмотрим примеры наиболее применяемых видов 
сеток б,, методов проектирования функций и ЕВ, на пространства 
сеточных функций Вии с областью определения 42, и способов выбора 
норм, удовлетворяющих условию согласования (4), $ 1. 

_ Примеры наиболее употребительных видов сеток. — 
Пример 1. Равномерная сетка на отрезке 2 = {а<х< В}. 
Разобьем отрезок [а, 6] на п равных частей точками х; = а-- # — узлами сетки. 

При этом й =   — шаг сетки (параметр сетки), характеризует плотность рас- 

пределения узлов 
b—a eo 

On = | Xj=a+t+th h= = ‚ 1=0, п}. (1) 

  

П ри мер 2. Неравномерная сетка на отрезке ® = {agqu¢ dD}. 
Разобьем отрезок на п частей точками (рис. 1): 

Хо =а, =X, th (1=1 п— 1), хж=. 

При этом шаги сетки й; удовлетворяют условию 

п 

Ун=Ь—а; 
i=] 

Qn, = (м, x= xX, ) +h, xy =a, i=0, n}. (2) 

ооо 
=№ Л, № Xs Хп-1 Xqz6 

Рис. 1 

     Рис. 2 

Пример 3. Равномерная сетка на плоскости. 
Пусть ® = {0 < х<а, 0< ух Ь}. Разобьем отрезки [0, а] и [0, Ь] соответ- 

ственно на п и т частей и через точки 

. . —_ а . . nw 
Xj = th (1-0, п, b=), yj = JT (i=0 m, t=] (3) 

проведем прямые, параллельные координатным осям. В результате пересечения пря» 
мых получим точки (узлы) (х;, и), которые и образуют сетку (рис. 2). 
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Пример 4. Неравномерная сетка на плоскости (изометрическая). 
Пусть ® = И <р<рЮ, 0<0< 2}. Покроем область Q лучами 0, = 

= kh, (hy = » R= 0, n — 1) и окружностями 

ih 1 R — 
0; = re’ (ии, Г —=0, п). (4) 

Точки пересечения окружностей р; и лучей 9» назовем узлами сетки (ру, 0,) — 
— (6 Е) (рис. 3). 

Пример 5. Треугольная сетка на плоскости. 
Покроем область @ прямыми (рис. 4): 

y= VE ns у УЗИ; y=—V3x+ и, (5) 

h>0, j=0, $1, +2,.... 

2 

   
Рис. 4 Рис. 5 

Пример 6. Произвольная сетка. 
Область & покрывается произвольным множеством точек, расположенных 

внутри Q. 
Пример 7. Сеточный параллелепипед. 
В трехмерном пространстве построим равномерную по каждой из пространствен- 

ных переменных ортогональную сетку, узлы которой определяются по формулам: 

Xi =X + thy, УЕ = Е Е 2] = 2 + jhsg, (6) 

re hy, Ay, hg — Warn CeETKH COOTBETCTBEHHO No ocamM Ох, Оу, Ог. Сеточный параллеле- 

пипед пед 2 будет определяться совокупностью узлов ху, Ув, 2;, (Ё = Оп, k= 0, m, j= 

=, 1) (puc. 5). 

Обычно рассматривается множество сеток, зависящих OT Mapa- 
метра й, причем в случае неравномерной сетки или многомерной сетки 
под И понимают вектор И = (Й;, hy, ..., Ap). 

Множество сеточных функций 9,, областью определения которых 
является множество сеточных областей ,, образуют множество про- 
странств В». Для сравнения функций иСВ, с функциями о, Е Вль 
в пространствах В; и В, нужно строить согласованные нормы (см. фор- 
мула (4), $ 1), выбор которых обычно характеризуется классом функ- 
ций, которому принадлежит решение исходной задачи, способом вы- 
бора оператора проектирования, свойствами оператора А. Приведем 
простейшие примеры согласованных норм, широко используемых в тео- 
рии разностных схем. 
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° Пример 1. Рассмотрим пространство С [а, 5] (пространство непрерывных на 
[а, 6] функций) и определим норму соотношением 

ull; = max u(x). 7 Иа с тах, | (x)| (7) 

Тогда, если положить 

Phu = ив = и(х) ¥xXEQn, (8) 
то в качестве сеточного аналога нормы (7) можно принять величину 

lull, = max|u(x)| (сеточный аналог нормы в С). (9) 
xEQ, 

Очевидно, условие согласования норм (7) и (9) выполняется. 
Пример 2. Рассмотрим множество непрерывно дифференцируемых на [а, 6] 

функций и введем норму при ПОМОЩИ соотношения 

Ци | = тах [тах |[и(х)|, тах |и’(х)|]. (10) 
азх<ь азх<ь 

Норму в пространстве сеточных функций, определенных на сетке 4) вида (1), 
можно определить следующим образом: 

  (11) ив | = тах | тах | ил (х)|, тах Поль = тах [ тах | в СО, та : So 

Если оператор проектирования определить при помощи соотношения (8), то норма (11) 
будет согласована с нормой (10). Норма вида (11) применяется в асновном при иссле- 
довании разностных схем, связанных с обыкновенными дифференциальными уравне- 
НИЯМИ. 7 

Пример 3. Рассмотрим пространство 1, [а, 65]. Построим сетку 9» вида (ТГ) 
и положим 

re о | 

Phu = up, (2) = \ u(t)dt ухЕО,. (12) 

= 

Тогда норма 

1 

Ид [в = ( >) hu (x)\? (13) 
ХЕ, 

будет согласованным сеточным аналогом нормы в Ё. [а, 6] вида 

| b i 
2 = | [4204 |". (14) 

а 

Очевидно, нормы, удовлетворяющие условию (4), $ |, можно ввести 
в пространствах В, и В» различными способами, причем их выра- 
жение часто зависит, как уже указывалось, и от свойств оператора А. 
Так, в случае, если оператор А положительный и самосопряжен- 
ный, то на D (А) ЕВ, можно построить энергетическое гильбер- 
тово пространство Нл, построив замыкание Р (А) в смысле сходи- 
мости по так называемой энергетической норме, которая определяется 
из соотношения 

lula =) (Au, и). 
a “ay 
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В пространстве Над в этом случае можно построить сеточный ана- 
лог нормы (15), удовлетворяющий условию (4), § 1. 

Если оператор А положительный, самосопряженный и А! суще- 
ствует, то для исследования корректности разностной задачи часто 
пользуются негативной нормой 

| ul = Ими, и). 

Выбор вида нормы во’ всех случаях определяется одной целью: иссле- 
дованием сходимости построенной разностной схемы. 

‚ Однако, если исследование сходимости разностной схемы сводится 
к построению оценок вида (20), $ |, то вопрос выбора нормы в про- 
странстве Ви тоже весьма существенный. 

_ В самом деле, пусть в пространстве Во» введена некоторым образом 
норма в и определен порядок аппроксимации разностной схемы 
(2), $1, равный т, т. е. 

| Фи — Antty lon < CA |” (16) 

(c > 0 — постоянная, не зависящая от A). Если разностная схема 
при этом будет устойчива, т. е. 

[ба < *| Pr lens _ (17) 

то ее решение будет сходиться к решению уравнения (1), $ 1, со ско- 

‘ростью О (| ||"). Очевидно, если вместо нормы 

|- В =1и 
м "увеличится: 

        

      
               

    
                                             

| 1 
| Ф, — Ани, Re <с | h er (18) 

Однако при таком выборе нормы из неравенства (17) следует, что 

‚о [в < + on [eas : (19) 

т. е. при новом выборе нормы устойчивости может не быть. 
- |» ввести норму 

пы  (и>1>0, (20) 
                  

  

  

то при этом будет иметь место устойчивость исходной разностной схемы, 
так как 

       

15%» < < [Фи IS (с, > h'x), (21) 

но порядок аппроксимации уменьшается и будет равен т — [, т. е. 
уменьшится порядок точности разностной схемы. Таким образом, вы- 
бирать норму в В» нужно так, чтобы сохранялась устойчивость и име- 
ла место аппроксимация как можно более высокого порядка. Однако 
выбрать норму так, чтобы имела место и аппроксимация, и устойчи- 
вость, не всегда удается, ибо тогда всякая разностная схема была бы 
сходящейся. 
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$ 3. ВОПРОСЫ КОНСТРУИРОВАНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 

Метод сеток решения операторного уравнения (1), $ 1, прежде всего 
связан с построением разностной схемы и исследованием порядка ее 
аппроксимации. 

Разностная схема, аппроксимирующая дифференциальную задачу, 
может быть построена неединственным образом. Поэтому возникает 
задача построения разностных схем, оптимальных в определенном 
смысле. По существу требуется построить такую разностную схему, 
которая на сравнительно грубых сетках (а не при стремлении шага к 
нулю) гарантировала бы разумный уровень точности для найденного 
приближенного решения. Чтобы добиться этого, разностная схема 
должна отражать основные свойства исходного операторного уравнения 
(такие, например, как симметричность, кососимметричность, зна- 
копеременность, принцип максимума, разностные аналоги типичных 
априорных оценок для дифференциальных уравнений и т. д.). Однако 
построение таких разностных схем сопряжено со значительными 
трудностями. Поэтому в основу различных подходов при конструи- 
ровании разностных схем положены те свойства операторных урав- 
нений, которые считаются важнейшими и должны быть сохранены 
у их разностных аналогов. о 

Отметим некоторые особенности аппроксимации линейных опера- 
торов, связанных с дифференциальными краевыми задачами. 

Пусть в некоторой области © с границей Г поставлена дифферен- 
циальная краевая задача. Это значит, что требуется найти функцию 
и (р), которая в каждой точке Р области $2 удовлетворяет дифферен- 
циальному уравнению 

Lu = фо (Х) (1) 

и одному или нескольким условиям на границе 

[и Ip, = 9,(X) @=1, 5), (2) 

где Г; — часть границы Г; д и — дифференциальные операторы крае- 

вых условий; иЕН, ф, (РЕН; (1 =0, $); H, H, WH, = 1, s)— 

гильбертовы пространства функций.с областями определения элемен- 

тов соответственно в ® -- Г, 2, I; (1 =1, $). Условия (2) носят на- 
звание граничных (краевых) условий. Если задачу (1), (2) записат 
в виде. 

Au = f (X), (3) 

TO 

Au = mn если Х ЕО; __ 

и, если ХЕГ, (=1, $}; 

+ — [®(%), если ХЕО, @ 
| (Х), если ХЕГь {=1, 5), 
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Таким образом, исходная задача как бы разбивается на несколько 
подсистем, т.е. Ай =] представима в виде 

ки = Фу, 

[и = ф:, 

ри — Qo, (3) 

| [и = Q,, 

где для удобства введено обозначение Lu = Iu. 
Аналогично разностную схему 

Ани = (ЕН, РЕН, (6) 
В этом случае удобно разбить на несколько подсхем и записать в виде 

Ив = Pons 

Linllh = Pim 
ее. (7) 

[ви — Фа. 

Если правую часть каждой подсхемы (7) считать элементом гиль- 
бертова пространства Ну„, то, выбирая согласовано нормы в про- 
странствах Ном и Н» 

| _ . 

ПУЫбы = axl Oe lg ® 
можно говорить о порядке аппроксимации разностной схемы (7) на 
решении и исходной задачи (3). Для этого исходя из аппроксимации 
каждой подсхемой (7) соответствующего операторного уравнения (5) 
на решении и уравнения (3) находим оценку для 

Wee ly, = [9 — Имён, (@=0, 5). (9) 
kh kh 

Порядок аппроксимации разностной схемы (7) на решении и задачи 
(3) будет равен минимальному из порядков аппроксимаций разност- 
ных схем 

[ник = Фив 

на решении и исходного операторного уравнения. 
Таким образом, порядок аппроксимации разностной схемы в целом 

зависит не только от порядка аппроксимации дифференциального опе- 
ратора Ги, но также и порядков аппроксимаций операторов краевых 
‘условий [и (= 1, $). Методы аппроксимации оператора Lu могут 
отличаться от методов аппроксимации граничных операторов. Более 
того, часто различными бывают даже методы аппроксимации оператора 
[и в зависимости от того, лежит ли точка Х, в которой строится ло- 
кальная аппроксимация оператора Ги, вблизи границы Г, области 
@, или внутри области “,. Методы аппроксимации граничных условий 
могут отличаться как по характеру расположения узлов, лежащих 
вблизи границы сеточной области относительно граничных узлов Г, 
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так и по порядку погрешности аппроксимации. При этом значительно 
различаются случаи, когда оператор граничных условий содержит 
производные и когда он их не содержит. Таким образом, анализ крае- 
вых условий (особенно для многомерных задач) требует особого внима- 
ния. [Поэтому наряду с методами аппроксимации операторов диффе- 
ренциальных уравнений отдельно остановимся на некоторых методах 
аппроксимации краевых условий. 

Выделим несколько конструктивных подходов к построению конеч- 
но-разностных аппроксимаций для дифференциальных операторов: 

1) метод формальной замены производных конечно-разностными 
выражениями (использование формул численного дифференцирования); 

2) метод неопределенных коэффициентов; 
3) метод интегральных тождеств (интегро-интерполяционный ме- 

тод); 
4) вариационный метод построения разностных схем. 
Первые два метода построения разностных схем основаны на ис- 

пользовании ряда Тейлора для достаточно гладких функций и приво- 
дят, как правило, к сохранению «локальных» свойств дифференциаль- 
ных уравнений. Метод интегральных тождеств выделяет некоторые 
«интегральные» свойства дифференциальной задачи (например, соот- 
ветствующий закон сохранения). Такие схемы получили название кон- 
сервативных, и они оказываются пригодными и для дифференциальных 
уравнений с разрывными коэффициентами. В вариационных методах 
построения разностных схем на первое место ставится требование, что- 
бы разностная схема минимизировала соответствующий дискретный 
функционал. 

1. Метод формальной замены 
производных конечно-разностными выражениями. 

Метод неопределенных коэффициентов 

Для построения разностных схем, связанных с дифференциаль- 
ными краевыми задачами, чаще всего применяются формулы числен- 
ного дифференцирования и метод неопределенных коэффициентов. Оба 
эти метода принадлежат к числу наиболее простых методов конструи- 
рования разностных схем. 
° Если функции, являющиеся решением исходной задачи (1), (2), 

достаточно гладкие, то аппроксимация при таких подходах в норме С 
обычно устанавливается без труда, чего нельзя вообще сказать в этом 
случае об исследовании корректности разностной задачи. 

Поскольку задачей данного учебного пособия является ознакомле- 
ние читателя с некоторыми принципиальными вопросами метода се- 
ток, то мы будем рассматривать весьма простые постановки задач, на 
примере которых исследуемые методы удобно иллюстрируются. 

_ Проиллюстрируем первые два подхода на ряде примеров, помещен- 
ных в Табл. 4, предполагая, что областью определения оператора 
[ является множество достаточно гладких в области © функций. 
Пространственные переменные условимся обозначать через ду, х., ... 
.., д, а временную переменную через #. Говорят, что разностный 
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onepatop L,u, аппроксимирует дифференциальный оператор Ги с по- 
рядком т >> 0 в точке Х (т. е. локально), если 

Гвив (Х) — Ги (х) = 0 (1 |”). 

В графе порядок «локальной» аппроксимации указывается число т, 
причем на первом месте стоит порядок «локальной» аппроксимации 
дифференциального оператора разностным оператором по переменной 1. 

Для облегчения запоминаний разностных аппроксимаций дифферен- 
циальных операторов их принято сопоставлять с некоторым «шабло- 
ном» (мнемоническим изображением). На «шаблоне» изображено взаим- 
ное расположение точек сетки, значения в которых связывает разност- 
ный оператор, отнесенный к некоторой фиксированной TouKe x E Q,. 

Использование формул численного дифференцирования. Этот ме- 
тод основывается на локальной аппроксимации функций, обладающих 
ограниченными производными достаточно высокого порядка, рядом 
Тейлора, который в окрестности узла (хил, хо, ..., х,) можно записать 
в виде 

и (1 + №, Ха ЗЕ В, ..., Ар -Е Пр = И (Ха, ..., Xp) + 

p э\ | р д \2 | 

+ ¥ (4h, aa) tas es tS) HAD (hy a) 4 coe р) + 
i=1 i=] 

Ех. д_\3 
+= У, (Е -9я "| и (и, weeny р) voce (10) 

i=] 

Описание метода формальной замены производных конечно-раз- 
ностными выражениями начнем с примеров, приведенных в табл. 4, 
для аппроксимации простейших дифференциальных операторов на 
равномерной и неравномерной сетках. 

Пример 1. Рассмотрим дифференциальный оператор вида 

Ш =, (11) 

определенный на множестве непрерывных в области Я = {а«<х<6} функций, 
имеющих ограниченные производные до третьего порядка включительно, 

| иЕ С; (а, 0). (12) 
Пусть @, — сеточная область вида 

b— 
On = | xy=th, O<Si<a, в. (13) 

Так как и (х) — непрерывная функция, то оператор проектирования функции 
и (Рьи = ив) можно положить равным 

Phu == ив = u(x) их СО). (14) 

Рассмотрим множество сеточных функций ив с областью определения @н (13). 
Запишем формулу Тейлора (10) в каждом внутреннем узле х; сетки @) (13): 

абы A) = u(x) & hu! (x) b> w(x) u(x) $0). (18) 
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Torga onepatop (11) Ha cerke 2, можно аппроксимировать следующим образом: 

Usp) Uy 

  

  

а) ии =— (правая разностная производная); (16) 

| 
6) и. = А (левая разностная производная); (17) 

Хы 

в) используя линейную комбинацию (16) и (17), получим 

Ugy,j = би, ;-- (1—0) us (© — любое вещественное число); (18) 

1 
г) при в = —5_ Имеем: 

Wray | . 
ии (центральная разностная производная); (19) 

Хы 

— Зи: -- 4и у — и, 
д) Uy ito = om 2 ; (20) 

Su; — 4u,_, +u,_ 
€) Uy) 9 = Hr a (21) 

Исходя из (16) — (18) для локальной погрешности аппроксимации 

Wn (x) = Гвив — (№4в 
в точке м получим соответственно следующие выражения: 

ии’ (д = 9-0 16’) 

  

a ии (xj) =—E a" (xi) + 0 (09) 17" 

Yn (%) = Ou, + (1 — 0) us, — и’ (жд) = (с — =) hu" (x;)-+ 0 (A), — (18’) 

т. е. порядок локальной аппроксимации оператора (11) разностными операторами 
(16) — (18) в точке х; равен единице. Разностные операторы вида (19) — (21) в точке 
х; имеют второй порядок аппроксимации, так как 

пи wl” (x) +0 (Ht) = 0) (19") 

ищо и’ (д = — Aw (x) + 0 (08) = 0 (0); _ 20°) 
2 

ино (ид = 9-9) +008) —0 0. (21') 

Два последних соотношения следуют из разложения в окрестности точки х; в ряд 
Тейлора соответетвенно функций wu (x; -+ A), u (x4; + 2h) wu (xy — A), U (xy — 2h). 
Из локальной аппроксимации разностными операторами вида (16) — (21) следует 
аппроксимация на сетке &) соответственно с теми же порядками точности. 

Очевидно, для аппроксимации оператора вида (11) даже на равномерной сетке Sep, 
можно построить бесчисленное множество разностных операторов. Мы привели при- 
меры наиболее употребительных аппроксимаций простейшего дифференциального 
оператора. 

Отметим, что аналогично могут быть построены разностные опера- 
торы вида (25) — (27) (см. табл. 4), аппроксимирующие дифферен- 
циальный оператор (11) на неравномерной сетке, и разностные 
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операторы (22) — (24), аппроксимирующие соответственно диффе- 
ренциальные операторы 

d2u d3u . d4u 
[и = ——- Te} Ги = ia? Ги = та 

на равномерной сетке %,. 
На неравномерной сетке порядок погрешности аппроксимации, 

вообще говоря, понижается. 
Для ‘иллюстрации рассмотрим разностные операторы второй про- 

изводной на неравномерной сетке. 

  

Пример 2. Пусть 

и 
Lu =— (u€ C, (a, 5)). (28) 

На неравномерной сетке 8); (см. (2), $2) рассмотрим разностные операторы вида 

  

    

1 41 — Ш Uj — U;_y 1 
ид = — ‚ а = (ЕЛ); 29 
ххи Ajay п hy | i+1 9 ( ‘ + itt) (29) 

аи ти 
1) fo Г Га | met nen), 

Ut Ch — ‚ И =U{X 30 
хх hy Asay hj ith [+ —5—). (30) 

Исходя из (29) — (30) для локальной погрешности аппроксимации получим 

  

#1 —Й 
a (#1) = и = и" 9) +02; (29') 

~ hey —2hy + hy ~ 
Yh GH) =n a (a) = He) +0), 80” 

где А — некоторая средняя величина шага сетки. Из соотношения (30’) следует, что 
локальная аппроксимация в точке х; на неравномерной сетке отсутствует, так как 

п — 2 Л, 
4h; 

Поэтому желательно так выбирать неравномерную сетку, чтобы величины с; вида (31) 
были невелики. Один из часто применяемых на практике способов связан с построе- 
нием неравномерной сетки по закону геометрической прогрессии 1; = 9%, где 9 
величина, близкая к единице. Тогда 

  с; = —=0(1). (31) 

1 — 24. — 
Тя _ 4—1 

4 49 

Пример 3. Рассмотрим дифференциальный оператор с переменными коэф- 
фициентами 

  C= 

Lu = = (P (x) =) = p’ (x) u’ (x) + p(x) u” (x) (32) 

в области ® = {0 <х<|. 
На сетке (13) построим следующую аппроксимацию дифференциального опера- 

тора Pa3HOCTHbIM 

1 1 

Инь = (аи) ид = р ани М) = р (аныиа — аи; ,). (33) 
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Учитывая (16) и (17), получим 

  

  
  

    

а;41 —@ , Ay ta | , | 
Lith — (Lu), = a и’ (хр) -- _ u" (xi) + O (A?) — p’ (xi) w’ (m1) — 

n а; 1 ai ’ ‘ ` а; 1 + a ” 
— p (x;)u" (xi) = (Ant —p (x)] u’ (xi) + (Fert —Pp (| u” (xj) + 

а; — 41 | 

м" 9+0. (34) 
Из (34) следует, что если а; будут выбраны так, что 

а; + ai 

to = a(x) = 0008); 
(35) a; 1 — Ц , 

——— — p' (x1) = 00%), 

a,,,—a 

HH hu!” (x7) = 0 (12) 
TO | 

Гвив — (Ги)в = О (п)?. (36) 
Для выполнения соотношений (35) достаточно положить | 

а: = р (x; — 0,58), (37) 

или 
1 

а; = > (pi + P;_1)s (38) 

ИЛИ 

а = (>. + ==). (39 
! Pi Pi} ° ) 

Пример 4. При аппроксимации дифференциального оператора 

[и = _ди (и, Xa) (смешанная производная) (40) 
дх10ха | 

на сетке ®; ($2, (3)) разностным оператором вида 

и —и —u и, Latty ВЕНЫ Mth Ин Ни 1, (41) 
4h,h, ' 

погрешность локальной аппроксимации при 1 = const 6yneT paBHa двум. В самом 

деле, ° 

(Gewese) 2 Ox, |}, Ox, |i p- ( ди -| д ()| _ 1 Ее 1 ik! 4 9 G2) = 
OX,OX_ /ik OX, \ OX, / Sik 2hy 

Lf itt 41 ep О 4t-1,k—-1 
All ee OED -| о, +0 (0%) || +0 (18) = 

= Lyn + O (ho + #2). (42) 

Пример 5. Рассмотрим дифференциальный оператор Лапласа 

д?и ди 
Lu = Au = | —— + ——}. 43 : (52 + =) o) 
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Пусть и (4, хз) 6 С. (©), 

  

  

| О = {0<х<с, 0<х,< 4}. | (44) 

На прямоугольной сетке | о 

С а 
Qh = { (i, RhgyEQ, A= (hy, hy), b=, hy aa} (45) 

разностный оператор | 
Авик = Али - Аи, | (46) 

re | ‘ 
и; —Зиь и, _ . 

Ayu = и. x = РЕ a i—lLk ‚Юю И =Ш (X12, Хо); 
171 1 , 

| (46°) 
A Ur pty — ip + Up py 

ol = u- = 5 ‚ 
Х.Хз hy 

будет иметь второй порядок аппроксимации в точке (х|, х»ж), так как из (22) 
(см. табл. 4) следует, что 

5“
 

=
 

O4u (X11, Xr) hy Au (X11, Xop) 
Anth — (Au)h = 2 м ID ай о 0 (11). (47) 

Соотношения (46) и (47) на квадратной сетке (45) при й, = Й, = А принимают соот- 
ветственно вид 

Baie Teer Чье 2 Иа А. 
—- "И? 9 

д%и (хр, х us Feb) +09. 47’) 
| Oxt 

  Авив (46") 

h2 | Ofu (x47, x 

4 
дхо 

  

Пример 6. Рассмотрим бигармонический оператор 

O4u O4u O4u 
Lu = A?u = ——-+2 

ax} т дх1д% + дх4 
  (48) 

в области © (44). Для получения разностного оператора, аппроксимирующего опера- 
тор (48) на квадратной сетке (45) при й! = Ag = А, можно положить : 

Гвив = Ари = А’ (Ари). 

Тогда, если воспользоваться соотношением (46”), получим 

  

1. 
Lath = pa [200 jp — 8 Hip ie THe Teg Ри Е 2 Мины + 

+ jp pt Heya © tte) ЗН Шов -Н Чо Е Шо Е Шо]. (49) 

Легко показать, что в классе С, (2) порядок локальной аппроксимации оператора (48) 
разностным оператором (49) будет равен двум и оценивается величиной 

5 ви (хи Хор), ди (жьь Хор) 12 +0 (ht) = 0 (At). 50 5 ( ax! -|- 08 a) (h*) (50)   

Пример 7. Рассмотрим дифференциальный оператор 

ди д?и 
= — ба (51) 

в классе функций Cc; (82), rae 

= (0<х<се, 0<Е<Т.. | _ (2) 
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В сеточной области 

От = {© ti), xj = th, i= jt, O<i<can, 0< jqm, t= т] (53) 

рассмотрим следующую аппроксимацию дифференциального оператора (51): 

Lagtny = ul — Ш, (54) 
rye 

{+1 ] ul 
и —щ И — Qu! + ul, Me A fa , uf u(t, fi)   

Если оператор проектирования функции и (х, ¢) Ha 2, . NONOKUTS PaBHBIM 

Ppt = Uy, = u(x, 2), 

rye (x, t) € Q,,, TO B соответствии с формулами (16) и (22) (см. табл. 4) имеем: 

Г _ би, И , т ди, И 2). 
м та ов ТО) 

j ди (ху, h? fu (ж, tj) (55) ti) 
= ja ТВ а 100 

и погрешность локальной аппроксимации оператора (51) разностным оператором (54) 
оценивается величиной 

2 ; 2 4 р: 

Lyla, — (LY), = > Ses + 0 (x?) — -=- oa — 0 (ht) = 

= 0 (т |119). (56) 

Очевидно, на сетке @, „ (53) можно построить и следующую аппроксимацию диффе- 

ренциального оператора (51): 

Lith, = Ш! — Au, (57) 

где 

и — ош ИНН 
Аш: ие — ЧЕН" Ри 

xX, i h? 
, uit! = u(x;, в). (57’) 

Так как (см. (22) табл. 4). 

Au/t! _ Fu Bin) т ди (р, 11) 
Эха +72 2— Wu + 0 (A), (58) 

TO 

; Ou (x;, tj O7u (x;, t; Lattag — (Ling = (uf — Ault) — [AED SEED) ое 
(59) 

Используя линейную комбинацию разностных аппроксимаций вида (54), (57), рас- 
смотрим следующую аппроксимацию дифференциального оператора (51): 

Lith = и} — oAult! — g, Ani, (60) 

Тогда 

ди х 0 aul aul 
Lasts — Lng = Gy ty aa +0 9—9 | да ht age + 
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aul dul 
+ O(12) +0 8) Е 5 о ) — (Lu),, = (l—o —9,) ax +. 

  

  

1 aul Fu i bt oe 

7-2 в — 9 gage | + 00? + FP). 
При 01 = | —д 

Lang — (Lu), = О (т- В), | (61) 

причем при в = > | 

пд 
Lath — (Си) вх = > Ot (Lu),,. + 0 (t? + й?). (62) 

Очевидно, при любом о (0, = 1 —0) разностный оператор (60) имеет локальную 
аппроксимацию порядка О (т -| #?). 

Для дифференциального оператора (51) можно построить разностную аппрокси- 
мацию вида 

[линь = ub 4 2 = = ul — Au/,. (63) 

откуда 
aT 

Lapp, — (Lu),, = O(T+ 12) +0 (=) . 

Следовательно, разностный оператор (63) будет аппроксимировать дифференциальный 
оператор (51) только при выполнении некоторых соотношений между шагами ти й 
(условная аппроксимация). Например, при т = сй? будем иметь: 

Ly th, — (Lu), =O (A). 

Пример 8. Рассмотрим дифференциальный оператор 

  

ди 7 Ou 
Lu = —- — 52, u=u(t, %, ..., XQ) (64) 

m=1 m 

в цилиндре © = (OC x << 1LO<tg T,i=1, gq}. 
На сеточной области 

Qhe = (as А сомы И), И=М, Яд, 

=inn, OS jgm, l=1,q, 0<k<ng, h=(y №, ..., №)} — (65) 
построим аппроксимацию дифференциального оператора (64) разностным в виде 

  

иг! —_ ul 

Ling =——— — У A,wt!, (66) 
т=1 

m ош, № ош Е НЫ 7 U(X т и (Хх, т 4 
Amu = EE mn oe + —— да + O (84). 

Тогда 
9 

_ т u(x, t) 2) 02 
Lang (Lu), о at2 + 0 (1?) > | axe, | (x, f)-+ 

т Оо 4. У = =O(t+hA). 

Takum o6pa30M, pa3HOCTHbIA OnepaTop (66) аппроксимирует дифференциальный опе- 
ратор (64) со вторым порядком по пространственным переменным х и первым поряд- 
KOM No f¢. 
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Метод неопределенных коэффициентов. Этот метод построения ос- 
новывается на записи «шаблона» с неопределенными коэффициентами 
для аппроксимации дифференциального оператора в целом в некото- 
рой фиксированной точке Х, Е ®, (центре «шаблона») 

Light, = x ays (X,). (67) 
Неопределенные коэффициенты находят из условия получения наи- 
высшего относительно |#| порядка аппроксимации в данной точке Ху 
разностным оператором дифференциального оператора, или, что эк- 
вивалентно, из условия совпадения значений дифференциального и 
разностных операторов от многочленов как можно более высокой сте- 
пени т. Если полученная при этом система уравнений относительно 
неопределенных коэффициентов а, имеет решение, то 

Liu, — Ги (Хо) = С аи (Х,) — Lu (X,) = O(h"). 

Для дифференциальных операторов, обладающих каким-либо свой- 
ством симметрии, неопределенные коэффициенты при значениях се- 
точной функции в точках «шаблона» выбирают обычно таким образом, 
чтобы это свойство симметрии сохранилось. Число неопределенных 
параметров в этом случае значительно уменьшается (см. пример 10). 

Пример 9. Рассмотрим дифференциальный оператор п-го порядка вида 

п 

[и (9 = У} ре (а и® (х), (68) 
k=0 

где ре (х) — заданные непрерывные функции. Тогда, если и (х) 6 С, Чт-- (82), MeTo- 

пом неопределенных коэффициентов по «шаблону», состоящему из 4 различных точек 

xi + Oph (k = 1, q), можно построить разностный оператор вида 

q ° 

[ив = У! ави (м - ап), (69) 
k=l 

обладающий в точке д; (т -- 1-м порядком аппроксимации (п -- 1 < а<и-1- 
-- м), т. е. всегда можно так подобрать ав, что 

9 

Law, — (Lan = Dd) age (xi + agh) — Lu (xj) = 0 (AT). (70) 
k=l 

Покажем, что при выбранном 4 > п-- Ти разных о», коэффициенты ак «шаблона» 
(69) определятся однозначно, причем 

Lytin — (Lu)y = Rut" TD (ху -- бро), ал, а», ..., ад, ба, ..., @). (71) 
Для оценки величины | Ю | имеет место следующее неравенство: 

| yin) | пах 

(m+n-+ 1)! 

где | и” | | — максимальное значение (п --т -- 1)-й производной на отрезке, 

  1913” | Pn (A) |, (72) 

содержащем все точки «шаблона» (4 - ай, А = 1, 9); Ра (В) — полином от / cTeneHu 
не выше п, не зависящий от и. 
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‚ В самом деле, разложим (69) в окрестности точки х; в ряд Тейлора с остаточным 
членом в форме aie 

: h yrrm+li atm | 

ний = а, уе (hea) и(®) (x) +a, aro +-m-+1) (x; + 0,0,h) + 

nm ntm+1 
(hey С (%gh) (ntm+)) + oa BHO) + Gm or (и был) 
п--т h h n-+m+1 nam 

<-... ne М и(® т +m+1) (x; + O,0gh) = 

pin 

«У a+ ip и’ «> Onde tors + т ar wt oo Tap + 

+R, 0O<&<1, k=1, 4g, (73) 

| piri 9 n~atm-+i, n-+m-+1 R= atari eS Пи ber) (xy, +. Opaph). (74) 

Если потребовать, чтобы выполнялось соотношение (70), то для определения ак полу- 
чим следующую систему: 

9 

—— У ам = 21), 1=0т 
. k=] (7 5) 

» oLay = 0, l=ntil,ntm 

Система уравнений (75) еда разрешима, так как ее определитель (определитель 
Вандермонда) отличен от нуля. При выполнении соотношений (75) 

Гнив — Lu (x;) = R (76) 

и, учитывая (74), для оценки | Ю | получим (72). 
Разностных аппроксимаций вида (69) для дифференциального оператора (68) 

существует бесконечно много, но получаемая при этом система (75) относительно 

  

  

  

  

ак всякий раз будет иметь единственное решение. a 
Пример 10. Пусть 7 26/+) 

[и = Аи = = + о (77) 

OX 9 9(-1./) f(é+tJ) 
Составим выражение для сеточного оператора в точке Хх = 0 \(i,j) > 
в виде «шаблона», построенного по пяти точкам, | 

4 

Lith = Antth = aot (Xo) + У apu (Xp), \, (i) -!) 

k=l Puc. 6 
где Х» — узлы квадратного «шаблона», представленного 
на рис. 6. В силу инвариантности оператора А относительно любого поворота систе- 
мы координат можно искать Арий в виде 

4 

Авив = ай (Хо) + а, У, и(ХЬ. 

Определим точки Хь: = 

Хо = Хо(хи, Хх); А, = Х, (ды Е №, №); Xe = Xe (Kut, Xo + A); 

Хз = Xs (Xu —h, Xf); Ха= Ха (Хы, хуй). (78) 
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Используя разложение в ряд Тейлора и (Хь) в окрестности точки Х, и требуя, 
чтобы 

Авив — Аи (хць Хо) = 0 (h"), (79) 

где п по возможности большее число, для определения а, (Е= 0, 1) получим следую- 

щую систему: 

  

    

Qo + 4a, — 0, 

80 
tie — 1 ( ) 

ИЛИ 
1 4 

пя C0 i 
и Авив будет определяться формулой (46’). 

Для определения порядка «локальной» аппроксимации будем иметь: 

hs ди (хи -- ВА, х›}) O4u (x1; — 951, хо;) 
Ани» — Аи (хи, Хх = — а унив (хиь ®) = д | р + ax! + 

| 4 — 4 Очи (хат, %2j + Yah) 4 д%и (хи, ай 63h) ~0 (ny, (81) 

дхо OX, 

если и (X) E C, (92). 

Метод неопределенных коэффициентов может быть использован 
для того, чтобы среди аппроксимаций данного порядка найти наилуч- 
шую по какому-либо признаку. Этот метод также широко используется 
для построения разностных схем повышенного порядка точности 

(см. [18] и [30]. 

2. Аппроксимация граничных условий 

Условимся узел Х называть внутренним (Х Е @%,), если при по- 
строении разностной схемы, аппроксимирующей исходную дифферен- 
циальную задачу, он используется только для замены дифференциаль- 
ного уравнения. Все остальные узлы отнесем к граничным. Следова- 
тельно, узел Х будет граничным, если он используется как для замены 
дифференциального уравнения, так и для замены граничных условий. 
В дальнейшем, для определенности, в качестве примеров рассмотрим 
в двумерных областях аппроксимацию операторов, не зависящих от 
производных (граничные условия первого рода), и операторов, зави- 
сящих от производных. 

1. Граничные условия первого рода 

ulr = (%4, Х,). (82) 
Простой снос граничных условий. Пусть Х; — граничный узел об- 

ласти @, -- Г», а ©; — ближайшая к Х; в каком-то смысле (по рас- 
стоянию от точки А; или в направлении координатных осей) точка 
границы Г. Тогда полагают 

[ик == и (Х;) =Ф(0)). (83) 
Погрешность аппроксимации при этом будет О (1). Это следует из 
разложения и (Х;) в ряд Тейлора в окрестности точки @;. Если 
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взаимное расположение точек Х; и О; будет у 
такое, как на рис. 7, то 

u(X,) = u(Q) + 6, 422 + 

  

   
   

      

  

  Fu (Qi) i, ... 84 Xp 
+ 21 Ox? == , (84) 

где O0O< 6; < й. А 
Следовательно, 81| 8, 

u(X;) = 9(Q) +O (A), (85) 
так как 6, соизмеримы с A. Ecau 6; = 0, To x 
выражение Рис. 7 

u(X;) = 9 (Q,) 
будет являться точной аппроксимацией граничного условия (82). Зна- 
чит, если узлы Г, Е Г, то погрешность аппроксимации граничных 
условий первого рода будет равна нулю. Поэтому при построении об- 
ласти ©, желательно, чтобы все узлы Г, принадлежали Г. 

Линейная интерполяция. От точки Q, будем двигаться вдоль коор- 
динатной линии внутрь области & до некоторой точки В,;, которая 
является ближайшей к @, (после Х; если Х, Е) точкой, принад- 
лежащей области © (см. рис. 7). 

Для определения значений и (Х;) построим линейный интерполя- 
ционный полином по точкам (; и В; 

  

Тогда 
и(Х) =и (9) + (Х, — 09: и (9 ВВ, (86} 

где 
— u(B; M 4 (Qi, By = ASE RISEN (Xi —Q) (Xi — BD | 

би (8 _ (87) 

M, = max erste 5 B<Q< Xj. 

    

Откуда, если через 5; по-прежнему обозначить расстояние между точ- 
ками (4; и Х, (6; = гхо,) и шаги сетки по оси х и у соответственно: 

через Ли hy, то 
  

  

  

и (X,) — hp GQ) — a (B,) +O (h?): 

h — 6, u (Xq) = HOS SE +0 (hi) (88) 
h Вз 

и (Х.) =$(0,). 
Интерполяция более высокого порядка. С помощью большего числа 

внутренних узлов, лежащих на одной координатной линии, можно. 
построить интерполяционный полином более высокого порядка, что, 
позволит повысить погрешность аппроксимации до третьего порядка 
и выше. 
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Уравнение для сноса краевого условия первого рода в точке Х., 
имеющее погрешность аппроксимации О (#3), имеет вид | 

u (X;) = 9 (Q:) + (X;—Q;) 4(Q;, By) + 

+ (X;— Q;) (X;— By) u(Q;, B;, D;) + 0 (3), (89) 

гдеи (О;, В;, О;) — разделенные разности второго порядка, построен- 
ные по точкам О;, В: и О,. 

  

Например, о 

Х.) = _ —%s__ — 4 (B. — 6.n|—— 4) 
и (Аз т (Qs) h+- 38s lp (Qs) u ( 3)! | (2h + 63) (A + 55) + 

| и (Оз) u (Bs) | 

Для построения разностных аппроксимаций в граничных узлах Х*, 
являющихся центром некоторого «шаблона», содержащего точки, ко- 
торые не принадлежат @,, существуют различные подходы. Большин- 
ство из них связаны с интерполяцией функции на отрезке, содержащем 
точку Х*, и записью разностной аппроксимации дифференциального 
оператора Си = Ф, в этой точке путем использования найденных из 
интерполяционного полинома значений для и (Х*). Для определен- 
ности рассмотрим пример, когда внутри области, ограниченной кон- 
туром Г, выполняется уравнение Лапласа, а граничный узел Х*, яв- 
ляющийся центром пятиточечного шаблона (см. рис. 7), совпадает с 
В:. По значениям и (В1), и (О) и и (01) составим интерполяционный 
полином и его вторую производную примем за приближенное значение 
д?и( В!) 0?u(B,) 

Ox? oy? ` 
Для удобства записи обозначим через гво расстояние между точка- 

. Аналогично находится приближенное значение 

    

07u(B,) 
ми Ви О. Тогда j= — = 2и (В:, О:, О\), или 

d2u (B,) =? u(D,) и (9) ____ и (В!) (91) 
Ox? "DBS DQ TQ,B,Q,D, BQ,’ B,D, 

Аналогично | 

д?и (В!) ~2 u (Bo) и (0,) _ _ _ и(В,) (92) 
ду? Во," ВоВ Го.ВоГО,В, ГВ,0.7 В, Во 

и пятиточечная аппроксимация оператора Лапласа в граничном узле 
В:, являющемся центром шаблона, будет иметь вид 

2u (D;) 2и (0!) 2и (Во) 2u (Qo) __ 

DB D.Q, 7Q,B,'Q,D, "BoQ2’ BoB, = 'Q2Bo' QB, 
u(B u(B | — 2 ( - ca -|- - ev — 0. (93) 

B,Q," B,D, В! 0," В Во 

Порядок аппроксимации при этом будет О (#й). Для повышения поряд- 
ка аппроксимации можно воспользоваться интерполяционным поли- 
номом более высокой степени или методом неопределенных коэффи- 
циентов построения разностных аппроксимаций для дифференциальных 
операторов, или пятиточечной аппроксимацией дифференциального 
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оператора Лапласа -с.привлечением точек, находящихся вне области 
(так называемых фиктивных точек, т. е. точек Х!, Х, для граничной 
точки В1). Используя последний. из указанных подходов, будем иметь. 
в точке В+: 

и), м — их _ _ 4 (Bo) 
"DB, DX, хр, Х, В, TX,B,'X,Bo Вов," Вох, 

— (“aS + | — 0, | | (94% 

ГВ.’ В, Х, "BLBy'B,X, 

где значения и (Х1) ии (Х,) находятся из (88). 
2. Граничные операторы, зависящие от производных 

lu = a(X)u(X) + 6(X) a) », AED, (95)   

ди(х) 

Os 
направлен внутрь области Q2). 

_ Граница области составлена из отрезков прямых, параллельных 
координатным осям. В этом случае можно воспользоваться односто- 

ди > 
ронними разностными аппроксимациями оператора Os = (см. 

табл. 4, (21), (20)). 7 | 
Например, в точке Х; (рис. 8): 
a) если положить | 

где — производная по направлению $ в точке ХЕГ (вектор $ 

  

  Ц 1 4% 

[ик = ап: + 0; —— 
то | Xi 

[ви — (lu), = O (A); 

6) если положить 

(96) 
Xi+f 
  

  

  

— Sy 44141 — Шо Th (97)   ик = али -Е 6; 
  

TO               LU, — (1), = О (17). 

Используя метод неопределенных коэффи- Рис. 8 
циентов, можно построить аппроксимацию до- 
статочно высокого порядка (см. пример 9), но при этом увеличивает- 
ся число узлов сетки, которые используются для аппроксимации гра- 
ничных условий. 

в) Повысить порядок аппроксимации краевых условий можно, 
воспользовавшись дифференциальным уравнением для рассматривае- 
мой краевой задачи. 

Например, пусть требуется решить задачу: 

д?и ди Se = pa НР, 9, О<х<а 0<<Т,; (98) 
д 0 | и(х, =; “9 = (9); 

и (0, ) =1, (0); и(а, д =. (99) 

Рассмотрим равномерную сетку ОФ с шагами А ит. 
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Ou (x, 0) 
Аппроксимируя краевое условие = Y, (x) pa3HOCTHBIM ypaB- 

ot 

чением вида 
[ри = и, (х, 0) = Vin (100) 

получим, что погрешность аппроксимации будет равна О (%), так как 

ди (х, 0) т 0д?и(х, 0) 
и (х, 0) = — + в OO). 

Если предположить, что на границе области (Ё = 0) существуют и 

непрерывны производные, входящие в уравнение (98), то 

деи (х,0) _ ди (х, 0) 
  

де — ^ ал + f(x, 9) (101) 

и вместо (100) можно построить разностный оператор 
т ” 

Lun = Uz (X, 0) ——> [Von Е f(x, O)] = Зин. (102) 

du (x, 0) 
Тогда погрешность аппроксимации начального условия —‚——-= (x) 

на решении задачи (98), (99) будет иметь порядок О (т°). . 

г) Для повышения порядка аппроксимации граничных условий 

вида (95) иногда используют фиктивные узлы. Для этого рассматрива- 

ют сетку, сдвинутую на 5, т. е. такую сетку, в которой граница Г про- 

ходит посредине между линиями сеточной об- 
ласти (рис. 9). | 

Используя «фиктивный» (внешний) узел, 
производную по нормали в точке (); можно 
аппроксимировать центральными разностями 
(см. табл. 4, (19)): 

| Xi. )—u(X ou (Qo) _ и ( Е u (Xj) +0 (h%), (103) 

_`а значения и (0;) полусуммой значений и в 
. соседних точках: 

Рис. 9 и (©) = u (Xi) = (X44) 

    

  

  --О (#?). (104) 

Разностный оператор, аппроксимирующий граничный оператор (95), 
в точке @; можно записать следующим образом: 

Х, xX X14) —u(X 

It, = 0 (Q) AEP EEE + 9 (Qg PE (и     

и, — lu (Q;) = 0 (A). (106) 

Случай криволинейной границы. Приведем пример простейшего 
подхода для аппроксимации граничного оператора вида (95), если 
граница области 6 криволинейная и сетка, покрывающая область @, 
жвадратная (рис. 10). Из точки Q,, лежащей на пересечении границы Г 
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и координатной линии, проведем вектор $ до {ф 
пересечения с каким-либо отрезком, соединя- 
ющим два ближайших узла сеточной облас- 
TH Q,. 

Тогда, полагая 

_ди (0) _ и (РО — и (09, 4. 
(107) , 

4 _ Го, Р; 7; 

  

  

8; в   

  

  для аппроксимации граничного оператора (95) \ 
имеем:               — . . . u (Pi) —4 (Qi) - ни, = 2 (Q;) u (Q:) + 6 (Q;) —— ор (108) Puc. 10 

Точка P,;€ 2, + Г,. Поэтому значение и (Р;) с помощью интер- 
поляционного полинома выражают через значения и (В;) и и (О;): 

ИР) = и (Ве tu (D; 
B;D B; t 

(109)       

И окончательно получим 

и, = а (ди (9) + к | u (B) ~ +0 (D) ae — «© а 

и, — ш (0) = Oth). (111) 

Разностный аналог дифференциального оператора в граничных точках 
(В, 2;), лежащих внутри области ©, записываем, используя ближай- 
шие граничные точки (типа (@;), лежащие на пересечении координат- 
ных линий и границы Г (см., например, аппроксимацию вида (93) опе- 
ратора Лапласа в граничных точках). 

Алгоритмы для аппроксимаций граничных условий с погрешнос- 
тью высшего порядка описаны в [16], [19], [52], [65], [72], [73], [79], 
[86], [90] и др. 

3. Примеры простейших разностных схем 

Приведем примеры разностных схем, конструирование которых 
связано с использованием формул численного дифференцирования и 
метода неопределенных коэффициентов. 

Стационарные задачи. 1. Рассмотрим третью краевую задачу на 
отрезке [а, 6] для обыкновенного дифференциального уравнения вто- 
рого порядка 

— Fa teu) = $0; 
—u' (a) + au (a) = Yo; (112) 

и’ (6) + au (b) = V1, 

где a, >0, a,>0, g(x) >0 VxEl[a, 68]. 
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e b — а e , 

На сетке ©, + Ги = [меж = И, Хх =а, Й = , i=0, п) 

построим разностные схемы: 

|— сы + 80; = Фь i=l, п 1; 

  

  

— Зи -- 49, — 9 - 

a thE Ho = Voi (113) 
30, — 40,_ 1) +4, } a =; 

\— Vand TBE 9, t=I1,n—1,; 

6) aa q (Zoo — Po) + Xo = Vos (114) 

Urn 0 (nV n — Pn) + OU, = Vi- 

a . h 5b — 
На сетке инь, ж =@— 5, й = — ,   

. 7a h h 
i=Q, п) с фиктивными узлами xX, = a— >a HX = b+ 5 МОЖНО ПО- 

строить разностную схему 

На =, = 1-1, 
+ 

B) 4 — Vx,0 + A =: т = Yo» (115) 

| о 

| Ри =. 

Системы разностных уравнений (113) — (115), если ввести в рассмот- 
рение (п -- 1)-мерный вектор 

V = (0, и, ..., 9), — + (116) 

можно записать в матричной форме 

AV =F, (117) 

где А и РЁ определяются соответственно: 
В слу чае а): 

    

3 + 2a,h —4 | 0 

—1 2 —1 

—1 2+- gh? —1 

A=-! °. 
в о ; 

| 0 | —4 З- 2:1 } 

2 2%: \' 
F=(=", G1) Фо, оу Фи—1, =} ; 
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в случае б): 

  

      

    
  

еее I о 
—1 2-58  —1 

—l 2+¢,h? — , . 

A= Tr °. 

2-й = _] 

h2g 0 
п | оо Ни, 

y 1 
у . 1 ”. 

Е = (st -- > Qo. Pi, Por - ++» Pna—-t, = + 5 on} ’ 

в случае в): 
(24+ht —2+ha, \ 

— 1 2+ g,h? —1! 0 
—1 2 в —1 

] 
° e 

. 

Ая oo | 
—12 + g,_? —1 

| 0 
— 2 + ha, 2 +- ha, | 

9 | 2: \' 
Е = (= Pi, Po, ---» Фи, | . 

Введем в Ю„-+: скалярное произведение 

[v, 2] = x ho,2, 

H HOpMy | 

| [On] [a = V [o, Он]. 

Пусть ф (х) и & (х) достаточно гладкие функции, причем такие, что 
и (Хх) Е С. [а, 6]. Тогда все построенные разностные схемы будут об- 
ладать вторым порядком аппроксимации на решении задачи (112). 

Оператор краевой задачи (112) является симметричным и положи- 
тельно-определенным. Однако из вида матриц разностных схем (113) — 
(115) следует, что только матрица разностной схемы (114) является 
симметричной. Этим свойством будет обладать и разностная схема (115) 
при условии, что 2 — ha, ~ 0 u 2 — ha, #0. Матрица А разностной 
схемы (113) не обладает свойством симметрии. Поэтому более внима- 
тельного изучения среди указанных разностных схем заслуживает схе- 
ма (114). Покажем, что оператор разностной схемы (114) при 0%, ©! > 
> 5 > 0 является положительно-определенным, т. е. 

[Ако Un] > 5 | [24] les 
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Если предварительно умножить обе части двух последних уравнений 

системы (114) на получим р’ 

h 
[AnOn, Onl = (— zys M4) + (EnUus Op) — Vx.0V9 + —5- Bo + 

h о 2 о 2 2 

+ 90% + Оп Оп + о ВиО -- %0n 

и, пользуясь первой разностной формулой Грина (приложение, $53), 
получим 

| "а h 2 h 
[A,%p,. Up] = (Us, vz] -+ 0005 + 02 + a па? + a EnUn + 7 Loo» 

t=] (118) 

где скалярные произведения (-) и (.| определяются по формулам 
(37) (см. приложение, $ 1). 

Из (118) следует, что 

[Ав 94] 2 (Cy, Vz] + Ov? + 2,02, | (119) 

Tak Kak g; > 0 (i = 0, n). 
Oueuum Besnuuny | (vz! |*. Для этого заметим, что 

i 2 n 2 ° 

=(x +» №: ) = (v,— >, hv- ) , (120) 
j=1 jap. 

Из (120), используя неравенство (р - $)? < 2 (р? -{ 5*), получим 

<2 {e+( Sms) a 
vr <2 | +( 3 ho;,) | | (122) 

—#--1 

Из неравенства Коши — Буняковского имеем: 

У ho;,) < < x; х hv; <x; (Vy %), (123) 
j=l j=l 

n 2 

( х №. ) < (6 —a— X11) У во, < —а) (0, 9]. 423’) 
j=i+l j=i+1 

Поэтому 

Ui <2 {uj + (6 —а) (,, °.]}, (124) 

uv? <2 {v2 + (b—a) (v5, v5]}, (125) 

ИЛИ 
из + 206 —а) (0, ®. (126) 

Тогда 

| [24] lk = dat < < {09 + 07, + 266 —а) (в, 9.1} (26 —а)= 

164



  

  

2 

= (26 — a), и + — 1 + 2(6—a) (o-, =) < 

| <х (90° - а - (©, и}, (127) 

где % = (2b — a) max [= , tt , 2(6— а), (128) 
Qo Oy 

Таким образом, из (119) и (127) получаем оценку 

[Ayn Onl & | [Onl № | (129) 
откуда и следует положительная определенность оператора А,. Раз- 
ностные схемы (113) — (115) имеют одинаковый порядок аппрокси- 
мации на решениях исходной задачи, однако разностная схема (114) 
обладает еще свойствами симметричности и положительной определен- 
HOCTH. 

2. Разностные схемы для уравнения Пуассона. Для простоты изло- 
жения ограничимся случаем двух независимых переменных. | 

В прямоугольнике © с границей Г: ® -- Г = {0 <х<а0<ух 
< с} требуется найти решение задачи Дирихле для уравнения Пуас- 
сона 

2 д?и 
Au =f (%, %); Au= SLwu, Lu=—z; (130) 

k=1 OX, 

Ulp = y (x1, %2). (131) 
Рассмотрим на сетке 

Q, = 9, -- Г, = {thy Rhy}, h= (hy, he), Oi 

  <ntlO0<ck<mtl m= sy k=aaz} 089 
разностную схему 

    

`Ауь = Ф» Ани, = Алу, -- Азоь; 
Отв — 20, +, О — 29-9, Av, — [—1,^ a itl,k Аз» — i,k—1 и t,R+1 (133) 

] " ° 
+ Vor = Yok, Unt+t,k = Yn+1,k; | — 

Vio = Vid, Viem+1 = VYism+1; (134) 

Li=l,na; kR=1, m. #   
Будем предполагать, что функции [ (х1, хз), % (ха, Х›) таковы, что ре- 
шение задачи (130), (131) является достаточно гладкой функцией. 
Краевые условия (131) аппроксимируются точно, а поэтому для ис- 
следования порядка аппроксимации разностной схемы достаточно 
исследовать аппроксимацию уравнения (130) в точках (а, ЕЁ.) Е ©. 

Уравнение для погрешности у, = 9, — и, будет иметь вид 

Ау, = Wn» | (135) 

ри = Фи — Na 

где 
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В линейном пространстве сеточных функций с областью определе- 

ния (2, введем норму при помощи формулы (9), $ 2. 

Tak Kak (Au), = (f), = (fx) (i = 1,0, k = 1, м), то, если поло- 
ЖИТЬ 

Pir = fir (136) 

ИЛИ | 

Pir = fir + O (h*) (137) 

и учесть соотношение (47), получим, что разностная схема (133), (134) 
будет аппроксимировать задачу (130), (131) с погрешностью О (#?), 
h = max (A,, h,). 

Для того чтобы разностное уравнение (133), (134) можно было за- 
писать в матричной форме 

AV =F, (138) 

введем в рассмотрение матрицу Л, размерности (п. Х п) 

—2 1 O ...... 0 
1 —2 1 ...... 0 

WIA, =| ee eee (139) 
O ...... 1 —2 1 

O ...... 0 1 —2 

и 1-мерные векторы У,„, Р,: 

У, — (Vik, Uoky sony Unk) 5 (140) 

Vor Утик} 
Е, = [+ ‚ Фи, «ee, Pn—tky ты а . (141) 

I I 

Тогда систему (133), (134) можно записать в виде 

[Ин - (ВА, — 20,) Vp + Vial =F, (2 =m, 
hy (142) 

Vo — (Yio); то, Vint = (т); ты: 

Исключим из системы (142) граничные условия Vo, Vint: 

1 ] 
= 634, —21,} У, + У.] =F, —= Vo 

2 2 

ar [Vir + (A,—21,)V,+Viul =F, (k=2,m—l1), (143) 
2 

] и (ЗА, — 21.) Vinal = Fg — ay Ving. 
2 2 

Систему (143) можно записать в виде 

AV =F, (144) 
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где А — блочная ‚матрица порядка (п) (т) Х (п) (т); У, Е — матрицы 
размерности (п) Хх (т): | 

  

ASA, — 21, Г О... 0 ) 

| Г, WA,—I, I, we we ee 0 
re я ‚ (145) 
hy еее. I, ВА I, 

OO... ee ee ee eee Г, А. — Г) 

V= Way Vag vey Vas F=(Py— 5p Ven Fay coy Pats Pn 
2 

] , 

72 уе. (146) 
2 

Матрицу А системы (144) представим в виде суммы двух матриц 

А=А, + А,, (147) 
где | | 

Л.. 0 | — 21, IT, О0...... 0 

1 о Е Ц...... 0 
A, = Ay ; A,= в еее. (148) 

0 A, 0........... I, — 91, 

Если воспользоваться тензорным произведением матриц, то 

А; = © А; А, = А, ©, (149) 

rue hiAy, #2Л,— трехдиагональные матрицы соответственно размер- 
ности (п) Хх (п) и (т) Х (т), элементы которых определяются правой 
частью соотношения (139); [, — единичная матрица порядка (Е) Х (Е). 

Система (138) может быть представлена в виде 

(Im ® Л, + Ay @I,)V = F. (150) 
Решение системы (144) может быть найдено прямым или итерацион- 
ным методом. 

Схема повышенной точности для уравнения Пуассона. При построе- 
нии разностной схемы (133) использован разностный оператор, «ло- 
кальная» погрешность аппроксимации которого определяется соотно- 
шением (47), $ 2, 

hi hs 
AO + At, — (Аидь = sy (LiL a4)a + —15- (Ги), + О (|1). (150 

Если воспользоваться уравнением (130), To 

LL = Lif —L, Ly, 
(152) 

L,Lou = Lf — LL. 
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Тогда 
he + h2 

Алоь + Азов — (Ди), = — — о (LiLo) + 

h? h2 
+ 5 (Lifts +p (Lefn +O (1A). (153) 

Поэтому естественно ожидать, что разностная схема 

hi + hi hs 
А.А, = at (Lilla +5 (Lea + Фь (154) 

Vialrn = (7), 

будет иметь четвертый порядок аппроксимации О (| A |*) на решениях 
и (хи, Хх.) задачи (130), (131) при условии достаточной гладкости функ- 
ций f (x1, X2) HY (xX, XQ). 

Так как краевые условия (131) аппроксимируются точно, то доста- 
точно исследовать погрешность аппроксимации уравнения (130) раз- 
ностным уравнением (154). Функция погрешности аппроксимации и» 
будет удовлетворять уравнению 

и it te А:А5уь = Va» (155) 

  

Av, + Ad, + 

AnYn + 

hy + hy hy + hs 
Pe = a (Li: Lat) — AT (AAG) +O (LI). (156) 

Из (22) табл. 4 имеем: 
hs ~ 

(Au), = (Le4)y + > (LoL ott) p, 

и, =U (X15 Xon), Хон E (X2r — he, Xor + hy); 

hs ~ 
(Aj Agu), = Ay (Lett), + 5 A, (L,L,u), = 

2 h rs 
= (LyLgtt)y + F5- (LiL eLot)y + O (Lh 2); (157) 

Up =U (X40, Хок); Xi Е (хи: — Ва, хи Е №. 

Подставляя (157) в (156), получим 

фи = 0 ([1 |). 
Справедлива такая лемма: 

Лемма 1. Разностная схема ( 154) имеет на решении и = и (%, Хо) 
уравнения (130), (131) четвертый порядок аппроксимации. 

Разностное уравнение (154) можно записать в матричной форме 

АУ = (158) 
где 

12 he 
A=A,+4,+—-.% ит ——— А А,, (159) 
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а матрицы 4.:, А, определяются по формулам (148 

    

: 

bn F, = Q, re Uy — [2 Л.оь, 

F, _ 

_ Е F, = Qo, 
F= 2 , еее (160) 

_ Fr = Фт—1, 

Ми hy +e 
Ри — Фа бп во А.с, 

2 

Yor hy + hg A 
Фь — Pik в. — 9 — 104, (Por, ...у Фи—л1,, nk — 

1 

2 2 
Valk hy + hg | 
в Sa Artin ine , (161) 

hy OF (X11 Xpp) пы ОЖ Xap) 
Pir = fir ag а ax; Ax; 

Uo = (0); т, От--1 — (Ут) Га ((=1, п; Е == 1, т т). (162) 

3. Разностная схема для бигармонического уравнения с использо- 

ванием схем для гармонических уравнений. В квадрате Q: {0 < x, 
х. < а} требуется найти решение бигармонического уравнения 

AAu = ф (м, х.), ХЕФ, (163) 

удовлетворяющее на границе квадрата Г следующим условиям: 

иг =! (Ха, 3); Аир = (м, №). (164) 

Для некоторых задач теории упругости часто оказывается более удоб- 
но сводить решение исходной задачи к эквивалентной системе двух 
уравнений 

Aw = @ (X41, х), (165) 
в [г = 7 (%1, %2), (166) 

Au = (x, %), (167) 

иг = 1 (%1, %.). (168) 
Для решения системы (165) — (168) на квадратной сетке вида (132) 

при №; = й, = й может ou nocTpoeHa разностная схема 

А кю, -- —— с Л pA, = OP, + A ~ Anns 

Wr lr, = Vr, (169) 

AnUn + ~A 1A,U, = Wy + A> > > Diy: 

ов |r, = Yin 
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Легко показать, как это делалось для. схемы (154), что схема (169) 
будет иметь четвертый порядок аппроксимации. 

Нестационарные задачи. 4. Разностные схемы для уравнения теп- 
лопроводности. В области 

QU (0<t<T}, (170) 
где _ . 

Q=(0cx <a}, (171) 

требуется найти решение первой краевой задачи для уравнения тепло- 
проводности 

eM iy, f, (172 
Ц (х, 0) — V1 (x), 

u(0, )=y.(), и(а д =\. (0. ‚ (173) 
Простейшими разностными схемами на сетке 

Bre = (ив 5); x,=th, tj} =jt; i=0,n+1; j=0,m h= 

  a Г 174 = я -- i? t= m ( ) 

являются схемы вида: 

а) vi = Ayu! + gi, (175) 

| | 2,0 
U; ~~ Vie 

- oO (176) 
= Vo Ua = hy 

где ф/ = (хх В); У) = 7, (x;, 1) (=1,3), а уравнение (175) в ин- 

дексной форме записывается в виде 

yt! — о 0 — 251 +. о! 

НЯ (ЕЁ и; 1 =0, т); 07     

i+ Г--1 i+1 oth — ditt + oT 
6) of = Ajit! + gi; Ayo! = —o rs . (178)   

а краевые условия записываются в виде (176). 
Очевидно, погрешность аппроксимации разностных” схем (175), 

(176) и (178), (176) будет О (т - #?), так как краевые условия первого 
рода и функция ] (х, t) аппроксимируются точно, а порядок аппрокси- 
мации исходного уравнения разностными уравнениями (175) или (178) 
на решениях и (х, Г) задачи (170), (171) на основании (56), $2, и, соот- 
ветственно, (59), $ 2, будет О (т - 1"). 

_ Схемы вида (175) и (178) называют однородными, так как аппрокси- 
мация независимо от точки (х, Г) носит единообразный характер. 

Определение. Однородными разностными схемами назы- 
вают такие схемы, вид которых не зависит ни от выбора конкретной 
задачи из данного класса, ни от выбора узла разностной сетки. 
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Разностная схема (175), (176) называется явной двухслойной раз- 

ностной схемой, так как значение и/!"!' в каждой точке x; i + 1)-ro 

временного слоя # = #., может быть определено через значения vf 
на предыдущем слое по явным формулам. 

Разностная схема (178), (176) называется неявной двухслойной раз- 

ностной схемой, так как для определения значений vit! wa (j + 1)-m 
временном слое получаем систему алгебраических уравнений с трех- 
диагональной матрицей порядка (п Х п) 

Ау" =; (179) 

Г 1 о | 

1242 
А=-= т ‚ (180) 

h2 
0 — | 2+ |   

j Правые части Е’ системы (179) зависят от значений о! на предыду- 
щем временном слое: 

vit! _ wit!) 
i=I,n? 

Fi= Gz Но ен, то... ФН т, + 

иж). 
Решение системы (179) може быть найдено методом прогонки. 

Схема с весами для одномерного уравнения теплопроводности. Рас- 
смотрим разностную схему для однородного уравнения теплопровод- 

. ди ди 
ности, в которой для аппроксимации оператора Lu = = — = 

пользуется ‘разностный оператор (60), $ 2: 

В) ul = oA,vit! + (1 — 0) A,vi + ф’. (181) 

Краевые условия записываются в виде (176). 
Для функции у, = 9, — и, — погрешности аппроксимации — по- 

лучим следующую задачу: 

yi = oA yt! + (l—o) Ay ty @=1,0;j=1, m), — (182) 

y=0 (=0,n+ 1), | | 

HC- 

(183) 

у — 0; ИИ = 0 (j = 0, т), 

где 
pl = gi + oAwuit! + (1 —o) Ayui — ul ,. (184) 

‚ Исследуем погрешность аппроксимации уравнения (172) разност- 

ным уравнением (181), используя асимптотическое разложение | 
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| ; 1 
в‘окрестности точки (x t .). (1 1 = (i -f- +) т) до величин четвер- 

.. al its 
того порядка относительно Й и второго относительно т. 

Обозначим 

~ (Хх, — 0 u=u(x,, 11), [= (хь fds Ги = т, 

~ ди h2 ~ ди | 
но ант |+ 

от ди h2 - т ди 
+—0[t(s—4 4) 4 4 riz] 

ди а ‚т 
—— +0( +h) = 9-7 ++(0—4) x 

x 1. % 4 S| + LLu+ 0 (2 +h), (185) 

Так как po Ги -- Гр, то (185) можно записать в виде 

ие’ 7+ (те — 5) + =) Мите —=) + 

4 f(g) 4 og ay (186) 
12 2 ot ° 

9 

Отсюда следует, если положить 

O= 33 gi =f, (187) 

TO 

И, если положить 

" о t(0—+) +47 = (188) 
~ h2 ~ 

ф=А- 5 2Ь (189) 

то 
pl = O (0? + h4). 

‚ Таким образом, справедлива следующая лемма: 
Лемма 2. Неявная разностная схема с весами вида (181), (176) имеет 

на решении и (х, 1) уравнения (172) порядок аппроксимации: | 

#2 Но № ыы 
О) при => Е, Ф=Й "а дя, 2 

(i=1,n; j=l, m), и6С5; (190) 
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ee 5 
gt = fi G=I1,n; j=1, m), ие (4; 

(191) 
2) О (< -- 1?) при c=, 

| 1 
1 1 h? ty 

3) O(t +h’) npx oF, OA-- +557, OH fi * +0 (1 +h) 

(=1, п; /=1, т), uEcs. (192) 
Разностное уравнение (181) при Фф/ и о, определяющихся по форму- 
лам (190), можно заменить уравнением вида 

| они ft м 
y= AST! _ Ли -- —=- 5 Af + f ’ (193) 

которое имеет тот же порядок аппроксимации, что и уравнение (181) 
при достаточно гладкой функции | (х, #). Схему (193) можно записать 
в виде 

1 a т 
(А) 2 (194) 

ИЛИ 

1 
pit! + о! 4 Dj 9 (195) 

Dv! = A 

где 

D=1+4+-— А, Л=Л.. 

Рассмотрим неявную схему для уравнения (172) несимметричного 
вида 

  

Г) (1 +) v — 09! = Ajit! + git! (196) 

или в индексной форме 

pit! —vi yi — yf! yt! _ opi! -- yitl (1 + о) о ——— ны Г t+] + git, (196’) 

Разностная схема (196) содержит три слоя (#41, ¢;, ¢;-1) H nNo3sTOMy 

нужно дополнительно, кроме условий (176), задать значения о = 

= u(x, т) @( =1, п). Функция 9! выбирается таким образом, чтобы 
обеспечить нужный порядок аппроксимации разностной схемы в це- 
лом. Поэтому вначале исследуем погрешность аппроксимации уравне- 
ния (172) разностной схемой (196). Для погрешности аппроксимации 

Е = ФИТ Ayuit! — (1 +0) ut! + oui 
в окрестности точки (х;, #41) получим следующее асимптотическое 
разложение: 

д2и!-Е1 ye O4ult! | 
1 i t 
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ee eo 

9 2 де О (#1) = 
ди хх би ди! 3 ne ri 

x a 2 a 

  

he ot 1 ди itl 
x= pit! — fit! + ——— + (4 — 0) + 0 (t? + h*). (197) 

  

12 a 

Так как 
ди dtu OF 

0 да + “Ox? Tv OF т. , 

TO 

pit! = pith — fitl + |-5- + T (= — с) x i t t 12 2 

д?и ГЕ h2 д?! opi | 
— г. 2 4 

x вв те (ба Ка | РО). (198) 
Из (198) имеем: 

1) pit! = O(7? + A‘) npw o = -- +, 

h2 ( o2fit! afi! 
  

2) Мн = 0 (2+ 12) mpno=t, gt=fih, ued 
3) м" = О (т-- 1) при с любом ==, ona +5), 

go =f", wey. 
Для задания функции 9; в случае уравнения теплопроводности 

(172) можно воспользоваться соотношением 

  

ди! ou Out , 
в — — т ав + 0 (t’) = = Ly pop 

04 0 и > 9 
+1\ a> tae tae) +9). (199) 

Если положить 

ef; ор 
ор = и Е ТЕ +5 a tO 

то трехслойная разностная схема (196), (176), (200) mpu git! = fit! 

(i=1,n), (200) 

и в=-- будет иметь порядок аппроксимации О (т? -| #2), а при 

| [--1 ан _ 1 h? td gpd pn { OF! of; о 
б =— lar? git = fit 12" и = +-—=—-| порядок О (т + 

+h‘). 

Значение ог" Gi = 11 п п) на (] - 1)-м временном слое находится из 
системы трехточечных уравнений. 
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Например, при с =-5-, $!!! = 1! схема (196) будет иметь вид 

3#№\ | о а dolar (-Гы Тит, 
Plt = — nef в 201 

где Ui, Vd, hat, и, (=1, п) находится соответственно по формулам 
(176) и (200).. 

Решение системы может быть найдено методом прогонки, причем 

для определения ЕЁ" используются значения 9нт на двух предыдущих 
слоях. 

Приведем примеры явных двухслойных и трехслойных разностных 
схем для однородного уравнения теплопроводности (172) (ф = 0), ко- 
торые обладают условной аппроксимацией: 

д) схема В. К. Саульева [73] 

и = vl = Ayvi, (202) 

е) схема «ромб» [87] 

v + то vt, = Ayu! (203) 

или в индексной форме записи 

1 
vit! = ot Bo [avitt + + (1 — a) | + (В! + ao 2) vl + о. fil (202’) 

B=, a>0, 
. 1 

oft! = трав [2B (OL, + of_y) + (1 — 28) 5/1. (203') 
Схемы (202), (203) принадлежат к числу явных схем. Счет по фор- 

мулам (202’), (203’) схематически можно представить соответственно 
в виде следующих «шаблонов»: 

(2) (2) 
фь = От +}. 

Из (202) имеем 

Аналогично из (203) 

[ии 

Следовательно, схемы (202), (203) аппроксимируют исходное урав- 
т 

нение условно при -—- -> 0. Однако можно показать, что схема (203) 

является безусловно устойчивой. Этим же свойством (безусловной 
устойчивости) при & > 1 обладает и схема (202). 
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5. Разностные схемы для многомерного уравнения теплопроводности. 
В цилиндре: | 

О |] {0 <Е<Т}, (204) 

nae — 
@ = {0 <х, «а, Е =1, 4} — 9-мерный параллелепипед с границей 

Г (2 =®-Е Г), требуется найти численное решение первой краевой 
задачи для многомерного уравнения теплопроводности 

  

` 9 

4 =lu+@(X,), ш= У, (205) 
k=1 

д?и 
[и = a Х = (%1, х,, ..., Х)), 

и(Х, 0) =\%(Х), иг=л С, 9. 
Построим разностную сетку (для простоты изложения равномер- 

ную по Х ий) 

Gre = {lish ВИ, ..., igh, 1); bp = 
  и... _Т ОЕ АТ, 9; = = = (206) 

с границей Г, = {Х, СГ} и рассмотрим на множестве точек сетки 
О,„‹ семейство разностных схем. 

а) Явная двухслойная разностная схема 
9 

= Avi + fi, (A = >) ль), (207) 
k= 

uP = Von, Up Ir, — Yih: (208) 

_6) Неявная двухслойная разностная схема 
9 слюни, а) = 

k=] 

и — №№, Up Ir, = ии. 

в) Схема повышенной точности 

И НН i 
и = (А +=» Али 

т и 

Ух i+ 
~|4 А+ ~ (1 +0) У Ал, |4 9 2 (210) 

Для оценки порядка аппроксимации разностных схем (207) — (210) 
воспользуемся формулами: 

Ли = Lu +-—— ео L,L,u -- О (1),



д д? 
и=-б- +5 +0 (1), (211) 

uit! a yi t dul о EE mult Ge +O) 
Тогда схемы (207), (209) аппроксимируют уравнение (205) со вторым 
порядком по пространственным переменным и первым порядком по 
временной переменной. Для погрешности аппроксимации схемы (210} 

1 

при определенном выборе параметра о и gi tt справедлива следующая 
лемма: 

Лемма 3. Погрешность аппроксимации разностной схемы (210), 
(208) на решении и (Х, 1) уравнения (205), если и (Х, 1) обладает огра- 
ниченными производными вида 

вт. (=1, а, В < 6, y <3) (212) 
Ox; ot 

npu 
1 1 1 

it it= h2 it= h2 

Ф =] * +s Af ", б = 5, (213) 

будет О (5? -| hi’). 
В самом деле, для погрешности аппроксимации разностной схемы 

  

1 
i+ Its ---5- 

(210) при © taf ° АА 5 = = имеем: 

j+l ] 

t= (A+ ХА, — E $(1 + she) x 

ху АА, ш ( + A) ft? up, (214) 
l<m 

Пользуясь разложениями (157) и (211), получим: 

д h2 д 0? 

4 = (+ и а) Ее +=) +/+ 
Of hey Lt ди т ди 

oa bar ть oe se ee rae TOCA +7). 

     

т 

+> 2 

Откуда ; 

Ya Lut fp tae (Lat fF) tap 

x (Lu + f—-Gr) Р-р (№ оч 
ИЛИ 

мерные нони 
Так как [и +f—- =0, TO 

ра — O (т? + Laer 

т. е. лемма доказана.



Численная реализация явной разностной схемы (207), (208) не 
вызывает затруднений, чего нельзя сказать о неявных разностных 
схемах для многомерных нестационарных задач (94 >22) вида (209), 
(210). Однако, как будет показано ниже, явные разностные схемы 
являются условно устойчивыми, т. е. они устойчивы при определен- 

— т ] 
ных соотношениях между шагами сетки (например, при а < и ДлЯ 

схемы (207), (208) при 4 = 2). mye 
Неявные разностные схемы обычно безусловно устойчивы. Поэтому 

остановимся на вопросе численной реализации неявных разностных 
схем для многомерных нестационарных задач более подробно. 

4. Метод факторизации 

Неявное многомерное разностное уравнение (209) запишем в виде 

Dvit! = vi тр, (215) 

где 
9 

Doi+! = ( —т»У A] vit! (216) 
k=! 

и наряду со схемой (215) рассмотрим схему 

Bult! = of + tfi, (217) 
где 

9 

Bolt! = I] (J —tA,) fit. (218) 
k=] 

Схема (217) аппроксимирует уравнение (205) с тем же порядком, что 
и схема (209). В самом деле, записывая схему (218) в виде 

9 

(i т У A, + <p) vit! = yi + thi, о (219) 
k=1 

где 
9—1 @ 9—2 9—1 q | 

фо = (3 > AAm—t> Dy У ААА, +. + 
[=1 m=I1-+-1 J=1 m=I+1 k=m-+1 

а 

ИП ль) и", (922), 
k=] 

замечаем, что (218) имеет порядок аппроксимации О (т -| #?). —_ 
Решение системы (217), (208) может быть сведено к последователь- 

ному решению д уравнений: 

j+— 

By “ =o! + тр, 
Rk k—| 

+ 4 
Bo * =v 7° 

(B,=I1—tA, k= 1, q), (220) 
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Rk 

дополненных граничными условиями (208). Здесь о 9 — промежу- 
точные значения. Если для решения уравнения вида 

Во! = Ф! 

требуется затратить @ арифметических действий, пропорциональное 

числу узлов сетки на Г м слое (2 = О [= )): то такие схемы принято` 
4 . 

называть экономическими. Очевидно, схемы Ву! = ш/с оператором 

9 

В=П в, (221) 
k=] 

в этом случае также будут экономичными. Таким образом, предложен- 
ный метод реализации разностной схемы (217) будет экономичным. Та- 
кой подход для реализации неявной схемы (209) получил название ме- 
тода факторизации: 

По исходной схеме (209) строят так называемую производящую схе- 
му (217), имеющую тот же порядок аппроксимации, что и исходная схе- 
ма (209). Для построения производящей схемы обычно многомерный 
оператор на верхнем слое (оператор О в (215)) заменяется факторизо- 
ванным (расщепляющимся) оператором В, т. е. оператором, который 
может быть записан в виде произведения операторов В, 

Производящую схему (217) можно записать в виде системы (220)`4 
одномерных уравнений. Любое одномерное уравнение системы (220) 
может быть представлено как трехточечное уравнение 

+e += +e a 
avi —cw; 7 +64). =—F; (i = 1,-n) (222) 

с краевыми условиями 

ite j= i+ +e 
Yo == 0) + Bi, Unt = H2Un 7 4 В», (223). 

rye a;, C;, 0;, &1, Ва, и, В» — заданные числа. 
Для решения систем вида (222), (223) может быть использован ме- 

тод прогонки. 
Е 

© © +— 

Несколько замечаний о выборе краевых условий для 9 91. 
Для того чтобы схема (220) имела порядок аппроксимации О (* -- 

-- 2?), нужно, чтобы формулы (220) для вспомогательной функции 
k 

v7 yMenn Mecto в ©,, поэтому приходится вводить поправки в кра- 
евые условия для вспомогательной функции. 

Поясним это на примере для случая 4 = 2. 
Тогда система (220) будет иметь вид 

its a 
(I—tA,)v = т (gi=f), (224) 

1 
+ 

(J — tA,) oft! — v , (225) 
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ad | 
тде вспомогательная функция yi? = (|— tA.) о" определена во 

всех точках (хь Хл) СО, (0 <1<п-1, О0<Е<п-+ 1). Для узлов 
сетки, принадлежащих 6,, имеем: 

1 
jt . | 

(1 — tA,)v "= v! + Tap! (X14, Хэ) Е О, (226) 

‚а для граничных точек (хло, Хо,), (лимфа, Хок) (Е = 1, п) она должна удов- 
‚летворять следующим граничным условиям: 

1 
2 +1 

= (1 —tA,) yl (X19, хо), (227) 
., 1 
ivy A ja —__. 

Untie = (1 —TA,) Pi (Xn, Xx) (Rk = 1, 2). 

"Таким образом, система для определения вспомогательной функции 
1 

ye ЕО, записывается в виде (226), (227) и состоит из п уравнений, 

‘которые могут быть сведены к виду (222), (223). Определив 9 inp ‚ решаем 
‚п систем 

1 
. 1-{- 

(I—tA, vti=v °, ХЕО, 

vit = vit! (Xi Xen)» ut = М! (ль Хм). 
(228) 

Возможен и другой подход: используя граничные условия (208), 
‘из системы (217) исключим значения %, в граничных точках. В этом 
случае изменятся значения правых частей уравнения в точках, лежа- 
щих вблизи границы, и решение задачи ‚ (217), (218) сведется к решению 
уравнения вида 

Bolt! = vi + Tq, : (229) 
которое может быть решено методом расщепления. 

В случае разностной схемы повышенной точности (210), (213) для 
многомерной задачи теплопроводности исходную систему записываем 

в виде 
4 

D,vit! = Cyoi + тф т , (230) 
где 

а Аа: ХА», 

Q=!l+> = (1 +0) A 4+ — 08S Ag (o = бт )- 

Факторизуя оператор верхнего слоя схемы 230, построим производя- 
щую схему 

(231) 
  

1 +> 
Ruit'=Cwittp *, (232) 

rye | 
д 

т R= WH |1— 0-0) 44]. (233) 
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Уравнение (232) можно переписать в виде 

9 2 та та-о ХАН 
k=] l<m I 

its 
—2 (16) wit! = cuit , (238 

rye 

—3 q 
witt= 3 A)ApA, ove #(—1 (+) (Io) PTT Ay. (235) 

Отсюда видно, что уравнение (232) отличается от уравнения (231) или 
(210) наличием в левой части дополнительного слагаемого 

v3 \ 
8. (1 — 0)3 про", 

где фи"! определяется по формуле (235). Поэтому схема (210), (213), 
(208) при достаточной гладкости функции и (Х, 1) будет иметь порядок 

аппроксимации O (t? + | h| *). 
Оператор разностной схемы (232), (233) будет факторизованным 

оператором с порядком аппроксимации О (т? -- | А |“). Для его числен- 
ной реализации может быть применен метод расщепления. 

Производящие . схемы можно строить в результате факторизации 
операторов как на верхнем, так и на нижнем слоях исходной схемы. 

Например, такой производящей схемой для разностной схемы (210), 
(213) является схема вида 

1 1 1 1 
| ty its > lt 

Roi = Siti, @ =f + ap?, = 89 
rye 

q 

s=M (1440 +40)A,). (237) 
k=] 2 

Очевидно, производящая схема (236), (237) имеет тот же порядок ап- 
проксимации (О (т? - | # |“)), что и исходная схема (210), (213), (208). 

Решение разностной задачи (236), (208) может быть сведено к сле- 
дующей эквивалентной системе одномерных уравнений: | 

1 1 
i+ I 

Rv ° =Svitiwm *, (238) 
He ___ 

R,v =v (Е — 2, 9), 

где R,=!—=-(l—9) A, (k=1, 9), (239) 
С краевыми YCJIOBHAMH 

‚, Е q 
j+— ; 

pv 7 = П (—=а — 0) A,} vir (240) 
i=k+1 

npyo X,=—0, X, =a. 
Таким образом, для одной и той же схемы можно построить несколь- 

ко производящих схем. Выбор той или другой производящей схемы для 
счета зависит от многих причин и, в частности, от используемой ЦВМ. 
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Иногда производящие схемы имеют порядок аппроксимации ниже, 
чем исходная схема. Например, для многомерного уравнения колеба- 
ний построена производящая схема порядка Ф (13 -- |# |“) по исходной 
схеме, имеющей порядок аппроксимации © (т* - |й |“) (см. [17)). 

Факторизованные схемы применимы лишь для областей @®, пред- 
ставляющих собой 4-мерный параллелепипед д »2, так как в этом 
случае операторы А, попарно перестановочны, и производящие схемы 
будут эквивалентны исходным разностным схемам. 

В схемах метода факторизации возникает желание заменить крае- 
k 

вые условия для промежуточных функций оч вида (227), (240) кра- 
евыми условиями более простого вида, например, 

к Не На ОИ 
UN ° =) °° при Х, =0, Х,=а (R= 1, gq—1), 

т. е. чтобы промежуточные шаги обладали теми же правами, что и це- 
лые шаги для 9/. Оказалось, что такой подход можно осуществить, 
но порядок точности разностной схемы при этом, как правило, пони- 
жается. | 

Математическое обоснование такого подхода связано с понятием 
суммарной аппроксимации разностной схемы, введенной А. А. Самар- 
ским [4], [64], [67]. Это позволило не только обосновать уже известные 
схемы метода расщепления, но и построить более общие схемы для 
достаточно общего класса областей. 

Замечание 1. Разностные схемы вида (207) — (210) могут быть использова- 
ны для аппроксимации уравнений теплопроводности с постоянными коэффициента- 
ми, т. е. для уравнений 

  

  

ди 0?ц z= > Cr ae НАХ, 9) — (> 0 — постоянные), (241) 

так как вводя новые переменные 
, x 

Xp = Va | (242) 
придем к уравнению вида (205). 

Замечание 2. При построении разностных схем для нестационарного урав- 
нения с комплексными коэффициентами может быть использован тот же подход, 
что и в случае вещественных коэффициентов. Например, для нестационарного урав- 
нения Шредингера 

. би ди . 

‘ор = ой @=7- 1, 
(243) 

и (0, А =и(а, ) =0, и(х, 0) =\, (я), 
двухслойная разностная схема с весами 

0; = оЛоГТТ -| (1 — 0) Лю, (в— любое комплексное число), (244) 
0 

== 0, = 
будет иметь порядок погрешности аппроксимации не ниже О (1 |1 |2) при любом 

комплексном числе в, О (12 -- | № |?) — при в = > 4 O(t? + |1 |3) —при в = 77 

h2 

19%“ 
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5. Разностные схемы для уравнений колебаний 

В области (170) требуется найти решение уравнения колебаний 
струны 

и _ 0 =a tix, 9, (245) 

удовлетворяющее условиям: 
ди 

и l/=0 — № (x), Ot Шо = V1 (x), 

и (0, t)=y,(f), ula, t)= 3 (2). 

Разностная схема для уравнения колебаний струны, если восполь- 
зоваться разностными операторами (22), $ 2, для аппроксимации диф- 
ференциального уравнения и (102), $ 2, для аппроксимации краевых 
условий, на сетке Qhe (174), будет иметь вид: 

Uy, = Uz, + Hi, (247) 

(246) 

и = Voi UF, — ия T (Yo, + fi) = Ve 
| (248) 
= UL = Yh. 

Погрешность аппроксимации разностной схемы (247), (248) имеет по- 
рядок О (1? -{ т"). Схема (247) может быть записана, например, сле- 
дующим образом: 

  

УГ = ЛУ/ + Р, (249) 
где | 

Vi= (vi, ui, ..., vi)’, Fi= (fi, Г» very Hop In) (250) 

А — матри 139), ИЕ, ДЕН — рица вида ( ), И=И—-=, i= h2 ? 

ИЛИ 

vit! — (27-4 A) Vi — Vi РР, (251) 
ИЛИ | 

И = У! -- ТАУ! + OF’, (252) 
Схемы повышенной точности для многомерного уравнения колеба- 

ний. В цилиндре (204) требуется найти численное решение следующей 
задачи: 

| 4 
Gea luti(X,), ш= У Ly, 

k=] 

  

Lau = д?и 
ph = ax? ’ X= (ty +++ X4)s 

au (X, 0 u(X, 01) =%(X), SH" — v(x), (253) 

ulr = y2(X, t). 
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На разностной сетке (206) рассмотрим семейство разностных схем: 

[1 — (“-- а) т?А] vl, = (А + * = Ai vi tq, (254) 
<m 

о 1 | 9 0 
о; — Мог 9; = Voi + 2 т (LY0,i + Г) + ТУ: р 

(254’) 
Ua lr, = Yor 

где 

о h2 
A= ), A,, gi = fi+— Lj', O=-—5_, %— Mapametp 

—
 k 

] 
ое 

Для исследования порядка аппроксимации воспользуемся разложе- 
ниями (211). Тогда аналогично, как это осуществлялось при исследо- 
вании порядка аппроксимации схемы (210), для схемы (254) получим: 

ЕР Lfi +(A+ fe - 3 AiMm) wi — UI — (@—0) A] uf, = 

ее u+f— Gr) FOR +h) =O -|- И“). (255) 

Схема (254) может быть записана следующим образом: 

  

  

Ро! = $! - gi, (256) 
где 

~ h2 

D=1—(a— a г) А, $=А+- - АА» (257) 
ИЛИ | 

Дуг = (2D + TS) vi + ei — уг", (258) 
ИЛИ 

ру" = Du! + Soi + rg. (259) 

Рассмотрим факторизованный оператор 
9 

в=П |1 (&— и } А | (260) 
bed 1212 А 

Очевидно, разностная схема 

Bul, = Suvi + gi (261) 

будет производящей для разностной схемы (256). Аналогично факто- 
ризованные разностные схемы вида 

B (vit! + yi!) = (2D ++ 125) и! + 12, 

Bult! = Dol + tSv' + toi 

будут являться производящими для схемы (256). Они имеют тот же 
порядок аппроксимации, что и исходная схема. 
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6. Интегро-интерполяционный метод 

Этот метод основан на использовании интегральных тождеств для 
краевой задачи, которые могут быть получены из физических законов, 
положенных в основу вывода данного дифференциального уравнения 
(например, законов сохранения количества тепла, движения, массы, 
импульса, энергии), связаны с некоторыми «интегральными» характе- 
ристиками задачи (например, с определением обобщенного решения 
краевой задачи, симметричностью оператора ит. п.), построены путем 
интегрирования дифференциального уравнения по ячейке разностной 
схемы и т. д. 

При построении разностных схем интегро-интерполяционным ме- 
тодом применяют методы интерполяции интегрального соотношения, 
записанного относительно элементарной ячейки сетки. Изменяя ин- 
терполяцию искомого решения и коэффициентов уравнения, можно 
получить различные схемы. 

Интегро-интерполяционный метод позволяет строить однородные 
разностные схемы сквозного счета, т. е. такие разностные схемы, коэф- 
фициенты которых вычисляются во всех узлах произвольной сетки для 
любой задачи из данного класса по одним и тем же формулам. Это осо- 
бенно важно при рассмотрении краевых задач с разрывными коэф- 
фициентами и таких краевых задач, в которых нерегулярность раз- 
ностной схемы имеет разностное происхождение (например, за счет 
аппроксимации решения в граничных точках). 

Разностные схемы, выражающие на сетке законы сохранения, на- 
зывают консервативными схемами. Приведем пример построения кон- 
сервативной разностной схемы, использующей закон сохранения коли- 
чества тепла. 

Пример. Рассмотрим первую краевую задачу для стационарного 
уравнения теплопроводность une задачу одномерной диффузии): 

“ax (P (x) & 9) + q(x) u =F (x) (262) 
u (0) = u(a) = 0, (263) 

где p(x) > ру >0, g(x) >0, FxE Ql0, al (Q la, Ь] — класс 
кусочно-непрерывных на a b} функций). 

Если р (х) имеет разрыв первого рода в некоторой точке &, то диф- 
ференциальное уравнение (262) рассматривается лишь в областях глад- 
кости р (х) 0<х<& & <х-< а). Для того чтобы выделить един- 
ственное решение исходной задачи, на разрыве нужно задать допол- 
нительные условия 

u(f +0) =u(E—O), 
du —_ du 

dx |potig fe (264) x=C—0 

Рассмотрим неравномерную сетку 

О, == |, Nit1 =X; -- Aisi, Хо = 0, i= 0, h, hy = а (265) 
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и запишем уравнение баланса тепла на отрезке [х |1, Хх ], где 
1—— i+-— 

2 2 
1 

тт =X; + > N41. 

Пусть через сечение х 1 поступает поток тепла 
{— 

2 

Q — (__ du 

i+ =| Pa) 1, (266) 
2 i> 

(р (х) — коэффициент теплопроводности), а через сечение Xt выде- 
2 

ляется количество тепла 

аи ор 

Если на отрезке [x. 1, xX. 1] HUMeWTCA HCTOUHHKH тепла с плотнос- 
— t — 

2 2 

тью распределения ] (х), то за счет них выделится количество тепла, 
равное 

* 1 
it 

| Ге) ах. 
x 1 

Величина 

2 

\ gudx, 
1 

(—— 
2 

где д — коэффициент теплоотдачи, ди — мощность стоков тепла, бу- 
дет характеризовать теплоотдачу с боковой поверхности. 

Уравнение баланса тепла на отрезке [х 1, x1] имеет вид 
‚—— #— . 

2 2 

х | ad 
; +> it 

Q i+ J fe@de=Q,1+ § qua (267) 
i—— (-+-— 

2 x | 2 
i> i— 

и служит основным интегральным соотношением для построения раз- 
ностной схемы. 

Для построения разностной схемы, основывающейся на примене- 
нии простейших интерполяционных полиномов, желательно выразить 
значение () 1 через решение задачи и известные функции. Для этого 

(+ i 

и 
можно проинтегрировать равенство -„_ == —5 на отрезках [х;—1, x], 
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[хь хи] и применить простейшие интерполяционные формулы 

    

x; | i 

x 
И — ШЬф = — ) — yp = —Q 1 J pe) , 

Хх: 2 Xj] —1 t (268) 

*i+1 *;--1 1 
x 

Mit te = — ; 509 а oe 
1 

Подставляя (268) в (267), получим однородную разностную схему [75]: 

1 * и; — uy o 46 Ye * * 

Lu, = Ta Ee “ia — a; S| — Ми РР =0 (269) 

Up = Unti = 0, 

где введены обозначения: 

  

И 
. | . 1 2 

a, = ; ‚== д (х) ах, мт ) 
as | ae x 1 

hi ys ' p (x) 2 

“ty 

т J f(x) dx, fier => (ia +h; (270) hia НЕ = > (hig + Ai) 
| 

2 

“itt 

И при вычислении квадратуры \ диах использован полином нуле- 

x 1 i—_— 
| 2 

вой степени Ру (х) = и; для интерполирования и(х) при xE[x 1 , 
2 

1|. 
t+ 

В классе непрерывных коэффициентов р (х) ЕС, 0, al, g(x)€ 
ЕС. [0, а] разностная схема (269) будет иметь вид 

Lia = (аи;) > — дир =0 (= 1, п), 

Uy = Unsi = 0, (271) 

а =р 1, 9:=9(%), р =»). 
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Из консервативной разностной схемы (271) следует, что закон CO- 
хранения тепла выполняется в суммарном смысле во всей сеточной об- 
ласти. Для этого обозначим 

( ) — —_ Qa. —__ 
. 1 { h; 
—— 

2 

и просуммируем равенство (271) no i = 1, n 

Q1—Q 1+ Dy hisigit; — Dy higif; = 0. (272) 
2 2 i=] i=1 

Равенство (272) можно интерпретировать как разностный аналог 
интегрального закона сохранения энергии. Вообще при построении 
разностных схем для отдельных уравнений или системы уравнений их 
нужно строить таким образом, чтобы они допускали преобразования, 
аналогичные преобразованиям в дифференциальном случае. Иными 
словами, при построении разностных схем должны выполняться не 
только разностные аналоги основных законов сохранения, но и все 
соотношения, которые диктуются физическими законами данной за- 
дачи. В этом случае схемы называются полностью консервативными. 
Полностью консервативные схемы позволяют вести расчеты на сравни- 
тельно грубых сетках (см. [72]). 

_ Разностные схемы (269), (271) могут быть записаны в виде трехто- 
чечного шаблона 

ven —C,0; ++ b Vit — F;, 

Up = Unti = O, 

т. е. их решение может быть сведено к решению системы линейных 
уравнений с трехдиагональной матрицей. 

Если точки разрыва функций р (х), д (х), [ (х) будут принадлежать 
множеству узлов сетки @,, то соотношение баланса (267) можно полу- 
чить в результате интегрирования уравнения (262) по ячейке (x. 1 

——) 

х 1), если учесть формулу (266). Проинтегрируем исходное уравне- ut 
ние (262) в пределах (х 1, х) 

2 
d x 

Q1—ps+ } qu—fds=0 (273) 
2 * 1 

2 

и полученное соотношение (273), предварительно поделенное на р (х) 
В пределах (xi-1, %;) 

с ах > 
a1 | 0 watt | Soy J (gu—f)ds=0. (274) 

2 
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Из (274) определяется 9 _ 4 через решение задачи и известные функции 

    

1 
Ct ~~ =. | — Uj} — So 29 Г (gu — f) ь . (275) 

\ p (x) ~; 
xj—1 | 

Аналогично 

1 ti 41 

Чт — на о. =. je — uy, — ] р [ (аи — Г) | . (276) 

\ p (x) io 
1 

Подставляя (275), (276) в (267), получим основное интегральное тож- 
дество 

x | it> 

ани (ин -— и) — а (и —ш-) — | QGu—f)ds= 
х | 
(—— 

2 

    

Xj4] x 

_> 9 ($) и() —}{ (5) 7 9 $) и ($3 —/ ($) = A144 ] J ats dsdx — —& | J ТЕ dsdx, 

tO 1 1—1 | (277) 

где 

a; = —____ (278): 

) sor 
*j—1 

Интегральное соотношение (277), (278) может быть использовано 
для получения конечно-разностных уравнений. В частности, применяя 
простейшие квадратурные формулы к левой части уравнения (277) 
и пренебрегая правой частью этого уравнения, приходим к конечно- 
разностному уравнению (269). С помощью разложения в соотношении 
(277) подынтегральных функций в ряд Тейлора легко показать, что. 
уравнение (269) аппроксимирует (277) с погрешностью не ниже пер- 
вого порядка в классе разрывных коэффициентов р (х), а (х), [(%) Е 
Е 9? [0, а], если точки разрыва указанных коэффициентов принад- 
лежат сетке ©,. Тогда 

[9 — Walle, = O (A). 

Здесь ©° [0, а] — пространство кусочно-непрерывных функций вместе 
с производными до 5-го порядка с возможными точками разрыва пер- 
вого рода. 
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Используя более тонкий анализ, А. Н. Тихонову и А. А. Самар- 
<KOMY удалось показать, что разностная схема (269), если 

я пр а. 19; * hif bhi hit     

= (ша), 99.50), №=Ни-0, 79) 
p(x), 9(x), f(x) €Q*[0, al] (280) 

и точки разрыва функций р, ди [ принадлежат &,, имеет второй поря- 
док точности, а именно: если в пространство сеточных функций ввес- 
ТИ негативную норму 

п 1 

pat — x h, У Ир, |, 

то для погрешности аппроксимации разностной схемы (269), (279) 

Wr = Lpbtn — (LU)p (282) 
будет выполняться неравенство 

ыы < #2, (283) 
1 

г 2 
re % = const >0, He 3aBucailan oT h; h= (1, A?]", h = max{A,|. 

Очевидно, в зависимости от условий, накладываемых на функции 
* s e 

р (х), а (х), [ (<), выбора коэффициентов а;, 6; [; и выбора сетки ©, 
можно строить разностные схемы, обладающие различным порядком 
точности. Более подробные результаты таких исследований можно 
найти в [4], [49], [75]. 

(281) 

    

7. Вариационный метод построения разностных схем 

Этот подход применяется при построении разностных схем для тех 
задач, которым может быть поставлена в соответствие задача мини- 
мизации некоторого функционала. 

Так, например, если исходная задача 

Au =f (284) 

может быть интерпретирована как линейное операторное уравнение в 
гильбертовом пространстве Н с симметричным и положительным опе- 
ратором, то задаче (279) ставится в соответствие задача отыскания 
min @ (uw), rye 

uC D(A) 

Ф (и) = (Аи, u) — 2, и, (285) 

причем пип Ф (и) = —(Аи, и) и достигается на решениях задачи (279) 
UE D(A) 

(метод Ритца). 
Один из простейших подходов пострсения вариационных разност- 

ных схем связан с дискретной аппроксимацией исходного функционала 

(Ф,(и,)) на некоторой сетке <, и определения значений и, в точках сет- 

ки @, из условия минимизации функционала Ф, (и,). 
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Проиллюстрируем указанный метод построения разностной схемы 
для дифференциального уравнения вида (262) с краевыми условиями 
(263). 

Задача (262), (263) может быть сведена к задаче минимизации сле- 
дующего функционала: 

Ф (и) = \[p (44 a ) + qu? — 2uf| dx, (286) 

где допустимыми функциями являются иЕ \. и обращающиеся в 
нуль на концах интервала. 

Введем сетку 

о, — [жь x,=th,i=0,n+1,h= 

  

1 | 
TI | (287) 

Если функции р, д, [, и достаточно гладкие, то дискретный функци- 
онал 

D, (u,) =h J [P; (Ux)? + 9,4? — 2u,f (288) 
i=0 

отличается от Ф (и) на величину порядка О (1). Значения и; (= 1, n) 
находим таким образом, чтобы они минимизировали функционал (288) 

ОФ ow . — Any = 0, tr > Gi =n). (289) 

Отсюда | 

— Pix -- ри: + hq ju; — hf; = 0 (290) 
ИЛИ | 

| — (ри,); + 9щ= р, 1<1< п, 

Uy = Unt) = 0. 

Очевидно, 
а а 

— (ри,); + 9ии — fi т (p Fe) — qi, + fy =O (A). 

Если вместо дискретного функционала (288) рассмотрим функционал 

в (№,) ==Й У [р 1 (Ux)? + 9 и — 2и 1] (291) 
1—0 

над всеми функциями, определенными на сетке (287) и равными нулю 

при { = 0, = п - 1, то функция, минимизирующая Ф, (и,), должна 
удовлетворять системе 

— т + qj, = р, 
2 (292) 

Система разностных  рравнений (299), как следует из (34), (37), аппрок- 
симирует задачу (262), (263) в случае гладких функций р, а, ь исо 
вторым порядком точности. 

Более общий подход построения разностных схем на основе вариа- 
ционных принципов связан с минимизацией функционала в некотором 
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конечномерном подпространстве Е,, состоящем из функций, принад- 
лежащих №" (©), если и (х) Е \#"? (0). 

Наиболее известный способ построения подпространства Е, ‘за- 

ключается в следующем: область ® покрывают конечным числом непе- 
ресекающихся сеточных элементов А, (триангуляторов) так, чтобы 

—_ N 

Q = U А,. 

Е—=1 

Если область © одномерная, то в качестве А, выбирают отрезки, в дву- 
мерном случае — треугольники, в трехмерном — тетраэдры, Й — оз- 
начает максимальную длину соответственно отрезка, стороны, ребра. 

На каждом из триангуляторов строят интерполяционные полиномы 
степени т для искомой функции таким образом, чтобы они имели ку- 
сочно-определенные производные до порядка $. Е, — конечное изме- 
римое подпространство, состоящее из всех функций, которые на три- 
ангуляторах равны построенным интерполяционным полиномам. Каж- 

дая функция из Р‚, будет принадлежать \!!? (©). Затем функционал 
заменяется суммой по всем триангуляторам, на каждом из которых зна- 
чения искомой функции заменяется построенным `интерполяционным 
полиномом. Из условия минимизации функционала в узлах интерпо- 
ляции строится система разностных уравнений. 

Такой метод построения разностных схем получил название метода 
конечных элементов (МКЭ) или конечных функций, так как при этом 
используются функции с конечной областью ненулевых значений. При- 
меним МКЭ к построению разностной схемы для (262) при условии, что 
p (x) > р, > 0, д (х) > 0, [ (х) — кусочно-непрерывные функции с воз- 
можными разрывами первого рода в некоторых точках х,. Введем сетку 

Q= {x, i=0,n+1; x =0, x, = x1 +A,} 

таким образом, чтобы возможные точки разрывов х, совпадали с узла- 
ми сетки. На каждом из отрезков х; «Хх < хи: пострбим линейный 
интерполяционный полином таким образом, чтобы на концах отрезка 
он принимал значения ц;. 

Тогда 

х—х Хх 
Uy, (x) = a Uj4y + —— И: (x; <х< Xi+1), 

i+] НН 

Ш = 0, Ил = 0. (293) 

Функпия и, (х) будет кусочно-линейной функцией на [0, а], принима- 
ющей в граничных точках нулевые значения 

Up, (x) € We (0, a). | 
Интерполяционный полином (293) удобно записать в виде 

Up (X) == Oy (X) Uz + Фр (х) Ш, 
где 

МХ х— X; 
h 9 Oo — , 

(.. —= 

и i+] И 
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или в матричной форме 

Up, (x) = (@,1;2) Vis == (и, и (294) 

Функционал Ф (и) представим в виде 

Ф (и) = у | [р [= } + qu? — 2up| de. (295) 

На каждом из отрезков [х» ха] функцию и (х) заменим интер- 
поляционным полиномом вида (294). 

  

  

Тогда 

Ф (Up) = x м, 

где 
xi i 

и | [р + 98 69 — 2щ, ©) 16 | 4х 
я 

Далее учитывая, что 

Саши (x) 8 1 1 1 \ р te | dx = re V; 5 ae ау, 
1-1 1 1 

x; 

1-1 vi} 010; 

\ 9 ® (х) dx = axV ,, 
| 10/2 i2 

¥; 

1-1 Xi 
6 мои: | | 4 

2 
* x; 

функционал Ф (и,) можно записать в следующей матричной форме: 
п 

i=0 

где S; = (si, fh > — симметричная матрица; F, = (f;) т — вектор- 

столбец, элементы которого будут определяться соответственно по 
формулам: 

  

*i+-] %;--1 

в = [ ра | 96) вазах, 
1х Xx 
me (296’) 

, Xj} Xit] 

= 5 | родах | q(x)o,dx (k=1, 2), 
it] x, x, 

*i+] 

Ё = \ f (x) wiedx. 
и 
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Матрицу $5; иногда называют матрицей жесткости элемента [х;, 
х1|, вектор РЁ; — вектором нагрузок на элемент [х,, хуи]. 

Значения и; находим так, чтобы выполнялось соотношение (289). 
Для этого удобно предварительно в (296) выделить слагаемые, содер- 
жащие и;. Тогда для определения и; получим разностную схему с трех- 
диагональной матрицей 

i . 1 . J , —__ 

52-1 —|- ($11 + $22 ) Uu; -- sip U1 = fi -- fo (1 — I, п), (297) 

Uy = Uni = 0. 

Очевидно, если ввести в рассмотрение вектор © искомых значений 
приближенного решения 

И = (м), (298) 
то значения и; будут определяться из системы | 

SU =F, (299) 
roe S — симметричная трехдиагональная матрица, составленная из 

элементов матриц жесткости 

(1) 0 (1) 
Sty TF Sy 5 

(1) (2) 1 (2) | $ — 92 $1 +52 5} 0 

п—1 (п) | с(п—1) 
0 Sip SYP 52° 

F = (f, + [57,75 — п-мерный вектор. 

Функция погрешности ф, разностной схемы (297) будет удовлетво- 
рять уравнению 

ага | 
Pa = — А — ae [р =) + 9, — 1» Vo = Poti = 0, (300) 

где „О, — левая часть уравнения (297). С помощью разложения вряд 
Тейлора. получим, что 

| tb, | = 0 (h%), (301) 
где и = 2 в случае равномерной сетки с отдельными точками разрыва 
первого рода для функций р, 4, Ги а= 1 в остальных случаях (точки 
разрыва первого рода функций р, 4, [| совпадают с узловыми точками). 

Пусть операторное уравнение (284) связано с многомерной краевой 
задачей. Для определенности рассмотрим двумерную задачу диффузии 

— ApAu + qu=f B Q, 
302 

И lr = 0. 

Коэффициенты р, 49, и [ будем считать кусочно-непрерывными функци- 
ями с возможными разрывами первого рода вдоль координатных ли- 
ний внутри области 452. Область & покроем сеткой координатных ли- 
ний так, чтобы возможные разрывы функций попали на координатные 
линии, а затем покроем область © треугольной сеткой, проводя раз- 
биение элементарных прямоугольников на треугольники (рис. 11). 
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На каждом из треугольников строим интерполяционный полином для 
искомой функции, например, второй степени | 

Py (X14, %2) = Ag + Ay Xt + Ay X3 + AyyXy Е ах» + Ay%4X%; R= 1,N. 

| (303) 

Для определения коэффициентов интерполяционного полинома в 
качестве узлов интерполяции можно выбрать точки вершин треуголь- 
ника и точки, в которых отрезок, соединяющий две вершины треуголь- 
ника, делится пополам. Коэффициенты полинома (303) определятся 

  

    

однозначно. Полагая и» (х1, Х›) = 0 для (ха, x 
21 Хх.) © Г, получим функцию 

Р; (ж, х.), 

P,(X1, Xo), 
Up (%, x2) = 2 (ty #2) (304) 

Py (x1, Xo), 

которая будет непрерывной и обращается в 0 x 
нуль на Г, т. е. 

ин (х, %2) € We? (Q). 
Непрерывность (pyHKUHH Up (x1, X_) следует из однозначного определе- 
ния ее на сторонах треугольников (так как на каждой стороне тре- 
угольника интерполяционный полином Р, (х1, х.) будет. интерполя- 
ционным полиномом второй степени одной переменной, а он одно- 
значно определяется значениями функций, заданными в трех точках). 

Решение задачи в каждой из треугольных областей ищут с помо- 
щью представления (304). 

Если в качестве исходного полинома (303) воспользоваться поли- 
номом третьей степени, то число неизвестных параметров будет равно 
10 и для их определения задают одно из следующих условий: 

1) значения функции в вершинах треугольника, центре тяжести 
и точках, делящих каждую сторону треугольника на три равные части; 

2) значения функции в вершинах и в центре тяжести треугольника, 
а также значения ее первых частных производных в вершинах. 

При применении МКЭ обычно стараются использовать интерполя- 
ционные полиномы, которые имеют наибольшее из возможного числа 
условий, определяющих полиномиальную концентрацию вершин тре- 
угольников. Сокращение условий, которые наложены в вершинах, пред- 
полагает уменьшение порядка точности в соответствующей процедуре 
МКЭ. 

Построение разностной схемы на основе использования интерполя- 
ционных полиномов дальше проводится так же, как и в одномерном 
случае, — путем минимизации функционала. 

Отметим, что разностные схемы МКЭ могут быть построены на ос- 
нове минимизации функционала по методу Галеркина. Но в этом слу- 
чае предварительно нужно строить систему базисных функций о, 
подпространства ЕР, размерности №. Обычно каждая из базисных функ- 
ций подпространств Р, определяется таким образом, что только один 
параметр из М равен единице, а остальные М — | параметров равны 

Рис. 11 
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нулю. Тогда любая функция и, Е Е, может быть единственным обра- 
зом представлена в форме 

ив —= 2 UW ps 

где и, — действительные числа. Минимизируя функционал метода 
Галеркина по и,, получаем вариационную разностную схему. Хотя 
построение системы координатных функций ®, не всегда тривиально 
(простейшие примеры построения базисных функций можно найти в 
[50], [54], [57], [94]), однако применение метода Галеркина значи- 
тельно расширяет круг задач, для которых могут быть построены вари- 
ационным методом разностные схемы. 

Отдельные результаты, касающиеся сходимости приближенных 
решений, построенных на основе использования разностных схем 
МКЭ, можно найти в [49], [54], [94]. В частности отметим, что при 
использовании МКЭ построения разностных схем для оператора Лап- 
ласа, если использовать многочлен третьей степени, получаемая точ- 
ность имеет третий порядок. 

В настоящее время этот метод интенсивно развивается. К недо- 
статкам нужно отнести недостаточно хорошую обоснованность вопросов 
сходимости, аппроксимации и устойчивости. 

$ 4. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ1 

Изучение устойчивости — одна из основных задач теории разност- 
ных схем. Определение устойчивости может быть введено различными 
способами, но суть этих определений связана с непрерывной зависи- 
мостью решения разностной задачи от входных данных, равномерной 
относительно шагов сетки. 

Существуют различные подходы для исследования устойчивости 
разностных схем, большинство из которых связано с исследованием 
спектра разностных операторов. С обзором работ по устойчивости 
разностных схем можно познакомиться, например, по книгам [4], [5], 
[24], [28], [49], [63], [84]. 

Среди методов исследования устойчивости разностных схем выде- 
лим мажорантный метод, основанный на использовании принципа мак- 
симума, метод разделения переменных, метод энергетических нера- 
венств. 

Принцип максимума может быть использован для исследования 
устойчивости разностных схем, связанных как со стационарными раз- 
ностными задачами, так и с нестационарными разностными задачами. 
Однако эффективное применение этого принципа связано с построением 
некоторых мажорантных функций, что не всегда тривиально. 

Метод разделения переменных применяется для исследования само- 
сопряженных краевых задач. В случае несамосопряженных краевых 
задач может быть использован спектральный метод Годунова — Ря- 
бенького [24], связанный с изучением спектра семейства операторов 

1 Основные результаты по исследованию устойчивости разностных схем, при- 
веденные в 6 4, впервые были получены А. А. Самарским. 
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перехода. С помощью этого метода получаются необходимые условия 
устойчивости. 

Метод энергетических неравенств и априорных оценок применяется 
для исследования устойчивости конкретных классов разностных схем. 
Он позволяет эффективно учитывать граничные условия и перемен- 
ность коэффициентов. Необходимые и достаточные условия устойчи- 
вости записываются в виде неравенств между операторными коэффи- 
циентами разностных схем. Метод априорных оценок может быть 
применен как для исследования устойчивости стационарных, так и не- 
стационарных задач ([4], [5]). 

В случае разностных задач с положительно определенным операто- 
ром можно воспользоваться следующими априорными оценками для 
нормы решения через правую часть. 

Теорема 1. Пусть разностная задача 

Andy = Pp (1) 
аппроксимирует дифференциальную задачу 

| Au=f 

с погрешностью 4. Тогда, если А, — положительно определенный опе- 
ратор, т. е. 

(Аьу», У) 26 (у», у), 6>0, 9, € HL, 

Ув = 9, — (И), 
то для функции ошибки справедлива оценка 

] 
[41 < 5 [1. 

Доказательство следует из неравенств 

6°(у», И»)? < (Ану, У»)? = (ф, у,)* < ($, $) (Yor Yp)- 
Исходя из теоремы |, можно утверждать, что разностная схема (1) с 
положительно определенным оператором устойчива в смысле выпол- 
нения оценки вида 

lon <1 al 
Например, из теоремы |, учитывая положительную определенность 

оператора разностной схемы (114), $ 3, получаем, что разностная за- 
дача (114), $ 3, аппроксимирующая задачу (112), $ 3, с погрешностью 
О (1?), сходится к решению задачи (112) со скоростью О (1?). 

1. Принцип максимума 

Для ряда разностных операторов в ограниченных сеточных облас- 
тях эвклидова пространства имеет место свойство, которое называют 
сеточным аналогом принципа максимума. Принцип максимума и его 
следствия могут быть использованы для доказательства корректности 
разностных уравнений. 

Пусть каждое уравнение разностной схемы (1) может быть пред- 
ставлено в виде 

Ко, = а(Х) и (Х)— У Ь(Х, 9 @ =9(Х), ХЕ, — 
CEL (x) 
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где коэффициенты а (х), 6 (х, 8) удовлетворяют условиям 

а(Х)>0, 6(Х, 9>0, X, Се (3) 
4(Х) =а(Х)— У 6(Х, 9>0, ХЕО,. | (4) 

SEM X) 

Здесь Ш(Х) — шаблон (звезда) точки Х, причем суммирование 
проводится по всем точкам 6, принадлежащим шаблону точки Х, не 
включая узел Х (центр звезды), 9, Е К.. 

Пусть сетка , такова, что значение 9, (Х) из любой точки Х,Е®, 
может быть перенесено в любую точку Х„ЕФ, (6, — связная сетка). 
Для этого достаточно предположить, что из точки ХЕ ®, можно 
попасть в точку Аи Е ©,, используя такие точки Х р» Xptly «+» Xpths 
что 

Х.ЕШ (Х,), Хр ЕШ (Хр+1), ..., Хок Е Ш (Хр-%), Хок ЕШ (Xn), (5) 
И 

b(Xp+j+i, Xp+i) #0, b(X;, Х р) == 0, 6 (Хр-ь, Xm) #0 (j=1, k— 1). 

Теорема 2 (принцип максимума). Пусть v, (x) const 
задана на 8, и коэффициенты разностного оператора Ко, удовлетворя- 
ют условиям (3) — (4), тогда, если 

Ru, <0 (Ry, >0) VXEQ, 6) 
TO о, (Х) < 0 (% (X)>0) VXEQ,. (7) 

Иными словами, при выполнении условий (3), (4), (6) и связности Q, 
9,(х) не может принимать положительного максимума (. отрицатель" 
ного минимума) в точках ХЕФ,. 

Доказательство. Пусть Ru, < <`0. Предположим, что най- 
дется такая точка Х, Е“, что ч, (Хо) > 0. Так как uv, (x) 54 const 
и область ©, связная, то найдется такая точка Х, Е ®, (X, — центр 
шаблона), в которой v, (X) принимает положительный максимум и, 
кроме того, данному шаблону будет принадлежать точка Х, такая, что 

к (Х›) < 9, (Х\). 
Рассмотрим 

Кок (Х) =а (Хх) (Хх) — У Б(Хь, 8) On (Ay) + 
6ЕШКХ!) 

+ » 5 (X 1, ©) [vy (X1) — 4 (G)] S a (Ay) 0 (Xy) + 
СЕЦИХ!) 

+ 5 (Xy, Xq) [_ (Xi) — 4, (XQ)] > O. 

Узел Х\ ЕО, и Юч, (Х!) > 0, что противоречит условию теоремы, 
т. е. и, (Х) <0 для всех X € Q,. 

Следствие 1. Если МЮ; (Х) =0, ХО, выполнены 
условия (3), (4) и а(Х) ==0, то 

% (Х) =0, ЛЕО, (8) 
Доказательство. На основании теоремы 2 решением урав- 

нения 

Riv, (X) = 0 (9) 
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ABIAeTCA PyHKunA v, (X) = const, Ho Tak Kak d (X) 30, To 

О; (Х) — 0, Х Е Q,. 

Следствие 2. Система (2), если выполняются условия (3), (4) 
и а(Х) ==0, имеет единственное решение при любых ф (Х). 

Доказательство. На основании, следствия | однородная 
система (9) имеет только тривиальное решение, т. е. система (2) будет 
однозначно разрешима при любых ф (Х). 

Теорема 3 (сравнения). Пусть сеточные функции и (Х), ч(Х} 
являются соответственно решениями уравнений 

Ru, (X) = F(X) >0, X€2,, (10) 
Ru, (X) = 9(X), XE, (11) 

тогда, если 

|Ф(Х)| < Е(Х) (12) 
и коэффициенты разностного оператора Юо, удовлетворяют условиям 

(3), (4), то 
|5, (Х)| < и, (Х), XE). | (13) 

Доказательство. Из (10), (12) имеем: Ru, > 0, R (u, — 
— v,) > 0, Rp, (u, + 0,) > 0, T. e. 

и, >20, и — 9, 20, и >20 

|v, (X)| <u, (X) VX EQ». 
Функция и, (Х) называется в этом случае мажорантной по отно- 

шению к функции Jv, (X). 
Если известна мажорантная функция, то теорема сравнения может 

быть использована для построения априорных оценок вида (10), $ 1. 
Однако построить мажорантную функцию не всегда удается. 

Построить оценки для решения неоднородного уравнения (2) в об- 
ласти @©,, если наложены дополнительные ограничения на коэффици- 
енты уравнения (2) в различных точках области ‘,, можно на основа- 
нии следующей теоремы. 

Теорема 4. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (2) удов- 
летворяют условиям 

a(X)>0, Ь(х, 9>0, а(Х =Ф(Х) =0, Х, СЕ, (14) 

a(X)>0, 6(Х, 9>0, 4(Х)>0, Х, 660, (15) 
* ae 

где ®, — некоторое связное подмножество множества Y,, Qn — Oo- 

полнение Ф, до &,. Тогда 

ИЛИ 

p(X) 

      

  

| 

СОК, < |=. (6) 
| Ch 

где 
— ф(Х) ф(Х) 10 (Ху, = тако (Х, | 59 ах | 90|. (т 

      

** — 

Cr xea,” 
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Доказательство. Рассмотрим уравнение 

Ки, (Х) =|Ф(Х)|, ХЕФ,. 
Очевидно, и, (Х) >20 будет являться мажорантной функцией ДЛЯ 

о, (Х), Х Е ®,. Обозначим через Х, Е ®, точку, в которой функция 
и, (Х) достигает максимального значения. Можно считать, что точка 

Хо Е О’. В самом деле, если Хо Е О», то из (14) имеем: 

ф(Х,) =0, а4(Х,) =а(Х)— У G(X, д=0, 
СЕШ(Х о) 

а (Хо) ик (^)— У 6(Х, Ош =0, 
$ЕШ(Хь) 

откуда 

Dd 6(Хь 9 Ш (Хо) — щш (01 =0 
5ЕШХь 

и 

Up, (Хо) = Up, (0), СЕШ (Хо). 

Значит, и,(Х) постоянная на О, (в силу CBA3HOCTH Q,). Tlyctp 

u, (X*) = u,(X,), rae X*EQh, a LU (Х*) содержит хотя бы одну точ- 
Ky X** из Q,. Тогда и, (Х**) = u, (Xo), HO ХО, т. е. можно 

считать, что X,€Qh . 

Torna Ru, (X,) =| @(X_) |, ecaHn ХЕ можно записать в виде 

а(Хо) Up (Xo) — У, Ь(Хь, 9) (ик (9 — и (Хо) = [$ (Хо) |, 
CEL (Xo) 

Х и, (Хо) < а 

  

Xx xX Jc, = max | 4 (X)| =| (Xa) | < max mar, ty |= sar | 

HO uw (x) мажорантная функция для 9 их следовательно, 

Q(X 
llc, <ul, < | $0)         

Следствие 1. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (2) 
удовлетворяют условию 

a(X)>0, (Хх, 9>0, а(Х) =+(Х)=0, Х, 569%, — (8) 
a(X)=1, 6(X,0)=0, d(X)=1, 9(X)=y(X), X, SEQ, (19) 

тогда 

[95 [с, < [+ = max | y (X) |. (20) 
"”  ХеЯ, 

Неравенство (20) следует из (16), если учесть (19). 
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Замечание. Очевидно, если множество точек @, = Г» принять за гранич- 

ные точки области О, то из (18) — (20) следует, что для решения однородного урав- 

нения 

Ки, (Х) =0, ХЕ, = (21) 
с граничными условиями 

1 (Х) =\(Х), ХЕГь (22) 
справедлива оценка 

Ii le SY OE, (23) 

“ Lop | on (X) | Vp | * = max Un (X) I, 

"itTh = xcorir, 

Iv (X) Ip, = max 17 (X)|. ео 
ХЕГ, 

Для получения оценок вида (16) в случае двуслойных разностных 
схем может быть использован следующий подход. 

Шаблон любого узла ЛХ}! =Х (х, Е) Ев удобно разбить 
на узлы, принадлежащие ] -- 1 слою Ш/-1 (Х;--1), и узлы, принад- 
лежащие |-му слою Ш; (Х;-+1). Здесь ®ь. — совокупность узлов Х; 
= X (x, Е), где х — узел сетки @, (6, — состоит из конечного числа 
узлов, ограниченной области пространства К,), {, — узел сетки Е 
С [0, Т]. Уравнение (2) можно записать в виде 

A(X 4-1) чь (Ха) — У (Xt, 8) OnE) = F (Xj41), (5) 
CEM 541 (Xp41) 

где 

F(Xj41) = @(Xj-) + SH O(Xj41, 9) 0, (6). 
CEM (X 541) 

Теорема 5. Пусть коэффициенты и правая часть уравнения (25) 
удовлетворяют условиям 

a(Xjr)>0 VX41E€ Qa, 5 (Xi41, 0) > 0 

  

(26) 
VE Wai (Xj41), HT; (Xj41), 

diti(Xpn=a(Xy— YO (Xj, ODEO V X41 € Qh, (27) 
GEM + 1(Xj-41) 

e(X)= SH (Xj, >, (28) 
CEM (X74) 

ег (Х 41) | , — {>00 29 а.) + ct const > (29) 

и существует такая функция Фу! = Ф (х, tj41), что 

ф (х, 1) 

Ш — (D ’ t; ’ 30 max dy Fp) < max | (x, t+) | (30) 
  

  

то для решения разностной задачи (25) имеет место следующая оценка: 
. СЁ. jt] 

Jon Ic, = max |v, (x, tin|<e ‘(foalc, + У т[Ф (х, №) [с,|. (31 
хе, fl 
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Доказательство. На основании теоремы 4, предполагая, 
* жж 

что @, — пустое множество, а в &% выполняются условия (26), (27), 
получим: 

    

F(X 444) 
| ог! Ic, < | Fn Xa с, . (32) 

Из (30) и (29) имеем: | 

АРА _ | Ф(А | е; (Х 41) to! к < 

Че СА ный |<, | titi Xin fo, | tin Xin Je," mas 

            

  

      

< *[Фу|[с, + (1-Е ст) [5 с, «Фи с, - ес, 
Если учесть (32), то получим рекуррентное соотношение, из которого 
следует, что 

Г 

пение, < (миф, +, © 
Примеры построения априорных оценок вида (10), 5$ 1, полученных на основе 

использования принципа максимума. 
Пример 1. Разностная задача Дирихле для уравнения Пуассона. 
Рассмотрим разностную схему (133), (136), 5 3, и запишем ее в виде 

2 2 ОНТ, Vi-1,k Ur k+1 Ui k—1 
— — о . — ay =o by 33 

Vor = Yor? Чина == Уи, 

  

Vio= Vio %mt1=Vimgr @=1, п, k= 1, т) 

+4, f= 1, n; k=1, m, 

hy hg 
а(х» Xop) = —— 

1, t=0,n+1; k=1, m, 

l, t=1l,n; k=0, m+1, 

  

  

f O i=2,n—1, k=2, m—l, 

—. i=Il,n; k=1, m, 

hy 

A (Xj Xop) = 1. i=l,n k=1,m h2 ? > > 9 

2 

1 i=0,n+1; kR=I1,m, 

1 i=1,a, k=0, m+1. 

т. е. коэффициенты разностной схемы (33) удовлетворяют условиям (3), (4). Область 
QQ, — связная, поэтому на основании следствия 2, теоремы 2 ‘существует единствен- 
чое решение разностного уравнения (33). 

Представим решение неоднородного разностного уравнения (33) в виде 

| | Un = Un + ns (34) 
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где о, — решение неоднородного уравнения (33) с однородными краевыми условиями, 
о; — решение соответственно однородного уравнения с неоднородными краевыми 

условиями. Тогда в соответствии с замечанием к следствию 1, теоремы 4 будем иметь: 

lente, ТУ,» Пе, = сх 17| (35) 

Для оценки 9, в @®; воспользуемся мажорантной функцией вида 
^ 

0 
и (х1, X_) = a [e” — (x, — by)? — (x2 — 6,)"], (36) 

где 6 = тах |} (Х)|, причем для точек Х ЕО), в которых правые части разностной 
XEQ h 

системы (33) для о» совпадают с однородными граничными условиями, можно счи- 
тать { (Х) = 0, о — радиус окружности, содержащей область 2, внутри, 61, 8 — 
координаты центра этой окружности. 

Тогда 
— Ария (Х) — 5, X= xX (x1, Хэ) Е Qh, 

Uon = Unit p= 9%, k=l, т, 

Ио = Шт =0, t=I1, М, 

т. е. функция и (х1, №») будет мажорантной для функции ор и 

5 ИН = ов с, < Гав [с, < до = 4 И les Male, — eo, FOL 

Поэтому 
~ 02 

[о с, < Тов [с, Е ов [с, < д Ив le +Ivlr, (37) 

что означает устойчивость разностной схемы (133), $ 3. Следовательно, разностная 
схема (133), $ 3, сходится со скоростью О (||?) к решению задачи (130), (131), § 3. 

Пример 2. Рассмотрим неявную разностную схему для уравнения теплопро- 
водности (179), $ 3. Запишем её в виде | 

  

oft (+e) — ay (oF + of t}) -— u= fi, 
_— _ (38) 

| Ир =, = @=Г в 1=0,т). 
В этом случае 

2 ц( , 
| т, 1—1, п, j=1,2,... | 

а (хр, Г) = — 39 
(% i l, t= |, n, ] = 0, ( ) 

у l, t=0,n+1, j=1, 2, 

1 1 1 

os о-[=. те, =}, 
0, i=l,n j=1, 2,... 

d (xi; ti) = 1, i=l, п; 1=0 (40) 

I, t=0,n+1; j=1,2,... 

Представим решение неоднородного разностного уравнения (38) в виде 

On = Unt Oy (41) 
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где о, — решение однородного разностного уравнения с неоднородными начальными 

условиями (и? = 0), Un — решение неоднородного уравнения. с однородными крае- 

выми условиями (uf, = 0, vy = 0, | = 1,2). Так как условия (18), (19) для функ- 

ции 9) выполнены, то из (20) получим: 

о < шах ( yh 1|). ис, сах Ivil+1 v1) (42) 

Для оценки | Up Ic, воспользуемся теоремой 5, записав уравнение для од в виде 

~jti( 1 1 ГНА ИТ 
ив) а р ++, 

=, = ~ - a ОИ 43 
vi=0, 4, =0, P=%; @=1, 2, j=, m). (43) 

Очевидно, в этом случае 

1 . 
dis) (Xis р = > 0, i=l,n, j=l,m, 

—_ 1 ее _ 

Oe a 
и 

Py 
| =|ф [с , где [фи |с = мах |1 (х, В | 

  

  

    

Поэтому, используя (31), получим: 

~ ay ~ itl 

Won” lo, =H Ric, + Mtl Ge lle,. h ho oo h 

Итак, 

ос с, Тс, < 
rl : 

<I vole, + 2 Th Palo, Hy max, (Vs (fe) LF | Ye fe) 1), 

т. е. неявная разностная схема (179), 5 3, при любых т, В абсолютно аппроксимирует 
уравнение (172), (173), $ 3, с порядком О (т - 1?) и сильно устойчива. 

В случае явной разностной схемы (175), $ 3, для уравнения теплопроводности, 
проводя совершенно аналогичные рассуждения, как и в случае неявной схемы, заме- 
чаем, что для того чтобы выполнялись условия теоремы 4 при оценке 9, должно 

иметь место соотношение 

1 2 
a=?” 

ИЛИ 

h2 

TS 7 (44) 

Итак, явная двухслойная схема (175), $ 3, аппроксимирует уравнение (172), (173), 
h2 

$ 3, с порядком О (т -[ 1”), но условно устойчива | < -5 |. 
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2. Операторно-разностные схемы. 
Корректноеть операторно-разностных схем 

К разностным методам решения нестационарных задач полностью 
применима общая теория метода сеток. Однако в нестационарных за- 
дачах роль временной переменной отличается от роли пространствен- 
ных переменных. Это прежде всего связано с тем фактом, что состояние 
процесса, описываемого нестационарным уравнением, в данный момент 
времени зависит от его состояния в прошедшее время и не зависит от 
состояния в следующий момент времени. Поэтому в нестационарных 
разностных задачах значения функции на ]-м временном слое опреде- 
ляются только через значения функции на предыдущих временных 
слоях и не зависят от значений функции на временных слоях, следую- 
щих за ]|-м. Сеточную функцию, определенную на ]-м временном слое, 

обозначим через 9. Линейное пространство, образуемое такими функ- 
циями, — через Н,. Разностные методы приводят к системам уравнений, 
которые содержат неизвестную функцию 9 на некотором конечном 
числе слоев временной сетки 

Q, = {t;= jt, j=—O, 1, ...g}. (45) 

Линейная разностная нестационарная задача может быть пред- 
ставлена в виде т-слойной разностной схемы 

fi—] 

Ув =F, (j= m—2, m—1, m,...; m=2, 3,...), (46) 
k=0 

где Uny Uny sey Un — заданные значения, В, — линейные операторы 

(Е =0, т— 1), В,:Н, —Н,, В, — обратимый линейный оператор, 
Е, — правая часть уравнения (46) определяется исходными данными 
и возможно значениями функции на предыдущих слоях. Разностные 
схемы (175), (178), (181), (194), (202), $ 3, являются примерами двух- 
слойных разностных схем, разностные схемы (196), (203), (249), (256}, 
(261), $ 3, — примерами трехслойных разностных схем. 

Если переход от слоя { = & к слою { = &-: в свою очередь осу- 
ществляется при помощи операторной матрицы перехода, то такие 
разностные схемы принадлежат к числу составных схем. Составная раз- 
ностная схема называется т-слойной разностной схемой 4-го ранга, 
если она может быть представлена в виде 

g +e OS pe 
> Bar (t)) 9 = У Dagvi-8 + Fa, (47) 
Е—1 В=0 

& = 1,4, i= m—2, m—l1, m,...; m=2, 3,..., 

i 

Нч (Е =1, 9—1) — промежуточные фун- rae Bar, Dag: H,—>H,, v 
KUHH, 

В частности, двухслойная разностная схема ранга д будет иметь вид 

к 
‘ i+— 9 

= Bartn 7 = Dood + Fa 4 (a= 1, 9). (48) 
=I 
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Чтобы по заданному. uf, найти о", нужно решить систему уравнений 

с операторной матрицей перехода В = (Во )(а, Е = 1, 4). 
Примером составных двухслойных разностных схем ранга 4 яв- 

ляются производящие схемы вида (217), (236), § 3. 
Назовем решением задачи (46) в момент времени #, вектор 

vi = (ui, ol, ..., m4, (49) 

компоненты которого удовлетворяют уравнению (46) и каждая из 
компонент является элементом пространства H,. 

—1 
Рассмотрим линейное пространство НУ”, образованное вектора- 

ми вида (49), в котором сложение векторов и умножение на число & 
определяется покоординатно, т. е. 

vit 2i= (ui tai, oo! +2!) ..., 9 3), 

avi = (avi, avi!, ..., aoj-i™)), 

21 = (21, ..., 2" 2). 

—1 - 
Нулевым элементом пространства Hy” будет вектор, каждая ком- 

понента которого есть нуль пространства Н,. 
—1 ’ | 

Пространство Нё” будет называться прямой суммой пространств 

НР = Н ФН, © wee ФН,. 60) 

т—1 
  

Если в Н, заданы операторы Дак (&, Е =1, т— 1), Dat ' Н.Н», 
(т—1) m—1l) 1) 

то оператор D = (Ра.) : Нь `^—Н в пространстве Н”- будет 
определяться как квадратная матрица порядка (т — 1) с компонен- 
TaMH Dor. Для таких операторных матриц справедливы обычные пра- 
вила сложения матриц и умножения матриц на число. Если учесть, 

что пространство Ни”? образовано векторами вида (49), то т-слойную 
операторно-разностную схему (46) можно записать следующим обра- 
30M: 

pit! = Toi + Fi, j=0, 1,..., | (51) 
re v° = (v?, ..., uf?) — задано, 

—В В, —В В, ... — Во Вт 
Т — I 0 ... 0 ’ (52) 

0 ... [ 0 

F! = (Bo'Fh, 0, ..., 0). (53) 
Запись уравнения (46) в виде (51) равносильна введению новых 

зависимых переменных: 
gi-! = w/, 

yi-—2 = И, 

yi = wi, 
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Уравнение (46) можно тогда записать в виде системы 

и" =— ВВ 0! — By'B, 0’ —Bo'B, ul — +++ + Bo 
wit! = gi | 

| it! =o 651’) 
wmi+i = 

  
у которой индексы принимают значения ] и ] -{ | (т. е. только 2 зна- 
чения). 

Таким образом, т-слойную операторно-разностную схему в про- 

странстве Н;"_” можно представить как двухслойную разностную схе- 
му с оператором перехода Т. Устойчивость т-слойной схемы (46) оп- 
ределяется как устойчивость эквивалентной ей двухслойной схемы 
(51) — (53). Поэтому более подробно остановимся на вопросах иссле- 
дования устойчивости двухслойных разностных схем. Однако следу- 
ет отметить, что исследование устойчивости 3, 4, 5-слойных разностных 
схем во многих случаях удобнее проводить непосредственно исходя из 
определения этих схем, чем путем сведения их к двухслойным разност- 
ным схемам. 

Двухслойную разностную схему можно записать в виде 

Вой!" ++ Ви = 9, j=0, 1, ..., (54) 

U,= 
где В, — обратимый оператор из Н, — Н,, В, — линейный оператор 

Г 0 
из Н, —Н,, Фр, и, — заданные функции, называемые правыми частя- 
ми разностного уравнения и начальными условиями. Пусть в Н, 

определены некоторые нормы | %й |№,л, | Фев) (нормы на слое). 
Разностная схема (54) называется корректной, если существует 

единственное решение разностной схемы при любых входных данных 
и оно непрерывно зависит от входных данных (условие устойчивости). 
Эта зависимость равномерна по й ит, т. е. при всех достаточно малых 
пит (|| < В, т< ту) и любых %, Ф (Й выполняется неравенство 

| от! [р < My | Up lho) + XoN (Ф (1)), (55) 

о 1 
где М (Ф (1) — функционал от вектора Ф (1 = (Фь» Фь, ..., Ф), обла- 
дающий свойствами нормы; х1, х. — положительные постоянные, не 

0 © eo aw 

зависящие от й, т, ик, Ф (#). Соответственно устойчивость 1-слойной 
схемы (46) может быть определена следующим образом. © 

Разностную схему (46) будем называть устойчивой, если при любых 

начальных данных % = (Uh, vesy Up’) и любых правых частях выпол- 
няется неравенство | | 

ое вучнь < жа [5 [а.о -- М (Е (1), 
где [с^"' | ву — какая-либо норма в пространстве Ht. N (F (t))—. 
функционал от Ё (1 = (Fi, FY ...) Fi), обладающий свойствами нор-. 
MbI; %, = const > 0, x, = const > 0, %1, %2 He 3aBHcATOT A, T, v°, Ё (1). 
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Схема, устойчивая при любых допустимых И и т, называется абсо- 
лютно устойчивой. | 

Разностная схема, устойчивая при дополнительных условиях, 
связывающих Й и т, называется условно устойчивой. 

Двухслойная разностная схема (54) может быть записана в сле- 
дующей эквивалентной форме (каноническая форма двухслойной 
схемы): 

р Аи =, 0<t=ti4+y,<T (58) 

v° = y (x), | 

где операторы В, А связаны с операторами В., В, соотношениями 

B=tB, A=B, +B, 
(57) j+1 ] 

of = U, — 
7 т 

Решение разностной задачи (54) можно представить в виде vj = 

= ui + ии, где и, — решение однородного разностного уравнения с 
неоднородными начальными условиями 

В(Р о; -- Ау = 0, O< ts <T,, (58) 
о — у, 

~~ 

и} — решение неоднородного уравнения с однородными начальными 
условиями 

\ 

B(t) ui + A(t)vi=q, 0<4 <Ty 

v = 0. (59) 

Поэтому естественно различают устойчивость разностной схемы (54) 
по начальным данным и правой части. 

~0 
Если для решения задачи (59) имеет место оценка (55) при wu, = 0, 

то схема (54) называется устойчивой по правой части, 

5 [вин < М (Ф (A). (60) 

Если для решения задачи (58) верна оценка (55) при ф == 0, то схе- 
ма (54) называется устойчивой по начальным данным, 

i+ . 0 Lon Ney < а [9 [.0 (61) 
и равномерно устойчиеа по начальным данным, если она устойчива 
относительно возмущений, вносимых на каждом слое, т. е. для 

bk — 
решения задачи (58) для любого vu, € H, (k = 0, 7) выполняется 
оценка 

Won lene < жа [оно (= 05 j j, j=l, 2, ...), (62) 
где х! не зависит от выбора Й, т, Us (k=0,j,j =1,2,...). pax = 1 
соотношение (62) гарантирует ненарастание погрешностей, внесенных 
на каждом промежуточном временном слое. 
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Устойчивость двухслойной разностной схемы (54) по начальным 
данным во многих случаях удается исследовать, используя энергети- 
ческие нормы. 

Рассмотрим семейство двухслойных разностных схем (58) в веще- 
ственном гильбертовом пространстве Нм со скалярным произведением 

(и, м = (Ми, 9 (63) 
и нормой 

lola = V (Mo, 2), (64) 
где 

Введем понятие устойчивости схемы (58) в пространстве Нм с по- 
стоянной о, которое будет соответствовать равномерной устойчивости 
схемы (58) по начальным данным в Нм. 

Схема (58) в пространстве Нм будет называться устойчивой с по- 

стоянной о > 0 (6-устойчива), если при любых 91 EC Н,, являющихся 
решением уравнения (58), для всех ] справедлива оценка 

Jon” Im <eleh la, (66) 
причем 07 < к, для всех т < Т, ж! = соп$ >> 0, х! не зависит от A, 
т, |. Из (66) следует 

Jon” le <p fon ln < % [в [м, в 
т. е. из р-устойчивости схемы (58) в Нм следует устойчивость по началь- 
ным данным в Нм. 

Если 

i+] 
h 

А = 4*>> 0, 

то устойчивость схемы (58) можно исследовать в нормах пространства 
Нд, а при В = В* >> 0 в нормах пространства Нв. Очевидно, схема, 
неустойчивая в Нм, может оказаться устойчивой в Нм. 

Постоянная р >> 0 в неравенстве (67) вообще может зависеть от В 
и т. В частности, если р = 1, то разностная схема оказывается устой- 
чивой при любых т >> 0, Й >> 0, поэтому она будет абсолютно устой- 
чива в Нм. 

Если ф = 1-Е ст ( = сопз1 >> 0, не зависящая от И ит), то при 
малых т в этом случае допускается экспоненциальное возрастание со 
временем погрешностей округлений. Такие разностные схемы называ- 
ют слабо устойчивыми. Если о =1 — В (Й, т, Ту), где В>Ои 
1т В (Я, т, Го) — 0, то такие схемы называют сильно устойчивыми по 

h+0,t70 

начальным данным в Нм. Если о =е ‚ где 6 (hk, т) >> 0 при всех 
ити Шш 69(1, т) = 6, > 0, то разностную схему (58) называют 

й--0,т-0 

асимптотически устойчивой в Нм при ft; — oo. 
Необходимые и достаточные условия устойчивости операторно-раз- 

ностных схем. Рассмотрим семейство двухслойных разностных схем 

Bol + Avi = qi, t<t;=jt<T), 

up = 9 (x) 

—t6(h,T) 

(68) 

209



< операторами А и В, не зависящими от #, и удовлетворяющими усло- 
BHAM | 

А = 4*> 0, | (69) 

В > 0. (70) 

Двухслойную неявную схему (68) можно записать в виде явной 
двухслойной схемы. В самом деле, для рассматриваемого семейства 
схем оператор В”' существует, и область его определения О (B") 
будет совпадать со всем пространством Н,. Поскольку А = А* >> 0, то 

существует А? — корень квадратный из оператора А и 
1 1 

= (А°)*. (71) 
1 

Применим к (68) оператор А* В" и обозначим: 
1 

Up = A’ uy, (71’) 

тогда 
а 

ui! = (I—tA* BA? )u, + tA? Bog, 

ИЛИ 

иг! = Ти эф, 1 =0, 1,..., (72) 

где 
Т =/— т5 (оператор перехода), (73) 

] ] 

S=A°B"A’, (74) 
J 

р, = А > Bo Gh. . (75) 

Если двухслойная разностная схема (68) принадлежит семейству 
схем с постоянными операторами А и В, удовлетворяющими условиям 

А >.0, (76) 

В = В* > 0, (77) 
то, обозначив 

1 _ ео 1 
u,=B*v, 5$= В" АВ *, 4 =В “Ф,, (78) 

вновь придем к явной схеме (72). 
Для исследования устойчивости двухслойных разностных схем 

можно воспользоваться оценкой нормы оператора перехода Т’соот- 
ветствующей явной ‘схемы или методом энергетических неравенств. 

Необходимые и достаточные условия устойчивости двухслойных 
разностных схем могут быть сформулированы в виде неравенств между 
операторными коэффициентами разностных схем. Эти условия позво- 
ляют не только исследовать схемы на устойчивость, но и строить новые 
устойчивые схемы. Остановимся на некоторых из них. 
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а) Необходимые и достаточные условия устойчивости по началь- 
ным данным. Пусть схема 

Ви] -- Ду] = 0, 

00 = 1 (х) (79} 

принадлежит семейству двухслойных схем с операторами А и В, удов- 
летворяющими условиям (69), (70). Тогда (79) можно записать в виде 
явной схемы Tai 

uit! — Tul, (80) 

где и{ и Т определяются соответственно по формулам (71°), (73). Оче- 
видно, если 

ITI <p, (81) 
TO | | 

Jug | = [Tap < 244 | 
т 1 1 

(A? oT a? uh)? <p (A? oh, A? of)’ 
или, принимая во внимание (71), получим: 

она < © [eh lay. (82) 

Таким образом, если имеет место неравенство (81), то разностная 
схема (79), (69), (70) устойчива в Нд с постоянной о >> 0. 

Очевидно, если разностная схема (79) принадлежит семейству схем 
с постоянными операторами А и В, удовлетворяющими условиям (76), 
(77), и для оператора 

1 1 

T =I—v+tB * AB* 
выполняется условие (81), тогда, учитывая (78), получим: 

| Un |на < О | uf lip» | (83) 

т. е. разностная схема (79), (76), (77) будет устойчива в Нв. Поэтому, 
если сформулировать условия, накладываемые на операторные коэф- 
фициенты разностной схемы (79), при которых будет выполняться не- 
равенство (81), то тем самым будут указаны условия, при которых име- 
ет место устойчивость разностной схемы (79), (69), {70) в Нади схемы 
(79), (76), (77) B Hg. 

Теорема 6. Пусть операторы А и В разностной схемы ( 79) не за- 
висят от Р и удовлетворяют условиям А = А* >> 0, В >> 0. Тогда опе- 
раторное неравенство 

т 
В >. The A (84) 

при р < 1 необходимо и при © > 1 достаточно для устойчивости раз- 
ностной схемы (79) в НА. 

Доказательство. Докажем необходимость условия (84) 
при р <!1. Необходимость условия (84) понимается в том смысле, 
что если будет иметь место (81), то для операторов А и В будет выпол- 
няться неравенство (84). 
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Из (81) следует, что для любого и, ЕН, 

| Tu, |? < 0? | ay [P- 
Учитывая (73), получим: 

| Tuy Р — | Up IP — 27 (Su, Up) + т? (Su, Sup) < 0? | Up Р, 

(1 — 6) [мы — 25 (Зы, шь) + 2 бин? < 0. 
Далее, так како <|1и 

| (Sun, Uy) < Sup || uy |) 
из (85) находим: 

Sun, 
(1—e") [Sine Si a — 27 (SU, Uy) + T° (Sug, 51) <0 

ИЛИ 
(Зин, ив) [2 | Зин 2 ив 

о || Sup ||? | р 21 (Sup, Up) тт (Sup, т 

бозначим 
| =т | Su, |? 

(Зил, Ив) 
Тогда из (87) имеем: 

}— 29 + 1—6? < 0, 

Il—p<yn<l+e. 

1 —р (Sup, Stn) l+p 

т < (Sup, Up) < т‘ 

Второе из неравенств (88) дает оценку 

] 
(Sup, Ин) < te (Su, Uy). 

ИЛИ 

Следовательно, 

Обозначим 

4 
w= B'A* up. 

Из (89) получим: 
1 1 ] ] 

(А’ш, А?) < (А*ш, А ? Ва) 

  

] т. 0 

или, учитывая (71), последнее неравенство можно записать в виде 

(Вш, и) > —— (Аш, и), 
ет 

ИЛИ 

B>—— A. > ТЕ 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 

(90) 

Используя первое из неравенств (88), при © < 1! можно получить 
следующее необходимое условие устойчивости разностной схемы (79): 

(Bw, и) < (Aw, и). (91) 

Докажем достаточность: условий i 8) для устойчивости разностной 
схемы (79) в Нд прир > 1. 
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Пусть выполняется неравенство (90). Тогда имеет место неравен- 
ство (89). Поэтому 

| Tu, |? = lu, |? —2t (Su,, u,) +? (Su,, Sty) < 

< | up -+ 1 (0 —1) (Sty, 4). 
Из (89) и (86) имеем: 

1 1-- 
Р-Р (Зин, ин) < 2 | Sup lanl, т т 

    

] 
(Sup, Up) < +P [м IP. т 

  

Значит, 

Ри [и (© — Пи = [мы , 
т. е. схема (79) устойчива в НА. 

Для решения задачи (79) будет справедлива оценка 

она < ВР | OF lay (92) 

Следствие 1. Пусть А и В — постоянные операторы и А = 
= А* > 0, В >> 0. Тогда условие 

В>-> А (93) 

необходимо и достаточно для устойчивости разностной схемы (79) в 
НА с постоянной о == 1 (схема (79) будет абсолютно устойчивой в Нд). 

Норма оператора перехода для исходного семейства схем (79), 
(69), (70) тогда и только тогда меньше единицы, если выполнено усло- 
вие (93). 

Отметим, что условие устойчивости (69), (70), (93) для двухслой- 
ной разностной схемы, записанной в виде (54), принимает вид 

В, >0, Вь + В, = (Вь + В,)* >0, В, — В, >0. 

Теорема 7. П усть операторы разностной схемы (79) не зависят от Е, 
и удовлетворяют условиям 

А = 4*>0, В = В*> 0. (94) 

Тогда условие 

В > А (95) 
т 

1+ p 

при p > 1 необходимо и достаточно для устойчивости разностной 
схемы (79) в Нд с постоянной р > 1. 

Доказательство. Достаточность условия (95) при р 21 
и его необходимость при р = | для устойчивости разностной схемы 
(79) следует из теоремы 6. Докажем необходимость условия (95) при 
р > 1. | 

Пусть 
1 1 

ГЕНА? ВА? | «р. (96) 
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Так как оператор Т = Т*, то неравенство (96) эквивалентно сле- 
дующим неравенствам: 

—0/ < Т = [ — 15 < 0, 

  (97) 

  

1 1 

1 —ф А < В”! < Ito An. 

    

Из неравенства 

Ble LTP An 

в силу самосопряженности операторов А и В следует неравенство (95); 
неравенство 

  

"р AW <B, 

так как р >> 1, t > 0 и операторы А и В удовлетворяют условиям (94), 
тривиально. Теорема доказана. 

Теорема 8. Пусть операторы А и В разностной схемы (79) не зави- 
cam om t, u удовлетворяют условиям 

A=A*>0, B=B*>0. 

Тогда неравенство 

В> А _ 
1 р 

при р >1 необходимо и достаточно для устойчивости разностной 
схемы (79) в Нв. 

Доказательство этой теоремы проводится аналогично теореме 7, 
если учесть, что из (81) следует (83). 

6) Необходимые и достаточные условия устойчивости двухслойных 
разностных схем по правой части. Рассмотрим двухслойную разност- 
ную схему вида (68) с однородными начальными условиями и постоян- 
ными операторами А и В. 

Bul + Avi = $, 15 1<ТЬ, 
о__ 9, = 0. 

(98) 

Если оператор BO существует, то двухслойную неявную схему 
(68) можно представить в виде следующей явной схемы: 

vit! — Tol, + tB gh, (99) 

T=I—tB A, — (99’) 

откуда для (98), так как он = 0, имеем: 

foo 

о = >) tT! *B' gh. (100) 
k=0 
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Пусть для нормы оператора перехода выполняется неравенство 

[7] р, (101) 

rye 9 = const > 0, о’ < * для всех ft < Ty, %, = const > 0, He 3a- 
висящая от Йй, т, ][. Тогда из (100) для решения задачи (98) получим 
оценку 

  

] Е, р-— # 
ор! ea FE) < p> tp’ |B galae, 

или | | 
— 

joer нь < а p> t| Bo Qala (102) 

Оценка (102) означает устойчивость схемы (68) по правой части в 
смысле (60). Имеет место теорема. 

Теорема 9. Для устойчивости двухслойной разностной схемы (98), 
достаточно, чтобы для нормы оператора перехода выполнялось нера- 
венство (101), при этом верна оценка (102). 

Если выполнено условие (101) для нормы оператора перехода, то 
двухслойная разностная схема (68) будет равномерно устойчива по на- 
чальным условиям. 

Таким образом, существует связь между равномерной устойчи- 
востью по начальным данным и устойчивостью по’ правой части. 

Теорема 10. В случае постоянного оператора перехода Т от неявной 
двухслойной схемы (68) к явной двухслойной схеме (72) условие равномер- 
ной устойчивости по начальным данным является необходимым и 
достаточным для устойчивости вида (102) по правой части или, как 
принято говорить, из равномерной устойчивости по начальным дан- 
ным следует устойчивость по правой части. 

Доказательство. Реобходимость. Пусть имеет место оцен- 

ка (102). Выберем < так, чтобы 

tB pp = B62, 

где 
5 (0, Р-р 

"а, Е=А, 
Тогда из (100) будем иметь: 

о" — ВТ", 

и так как имеет место оценка (102), то 
+1 arpj—l 

Jon ии = ET fren <1 Blan. 
В силу произвольности ], Г из последнего неравенства имеем: 

IT‘ I< Хь, i= l,j, 

т. е. схема (68) равномерно устойчива по начальным данным. 
Достаточность. Если для схемы (79) выполняется оценка 

    

оно «и» =, j=1,2..., (103) 
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то справедливо неравенство 

171 < ».. (104) 
Из (100), учитывая (104), получим (102). 
Для решения задачи (68), если выполняются условия (101), име- 

ет место следующая оценка: 
. j 

Jon [вне < и (Гаю -- т В "Фи. (105) 

Если операторы А и В постоянны и 

А = 4* >00, В= В*> 0, (106) 

то схему (68) можно записать в виде 

i tL 
fT! Ти + ВФ, T=1—+tB’ AB’ 

Тогда, если выполняется неравенство 
1 1 

[7 |=|1—B? AB? | <p 
(0 = const > 0, p! < %, ana Bcex jt < T,), TO 

uh Ire < жа (м Ив(в,о) + 3 t|B ? gp wate (107) 

или для решения задачи (68) будет иметь место оценка 

7 

of" на < My ( Uh P| Hp + at | oftn, , (108) 

означающая устойчивость разностной схемы (68) в смысле (55). 
Если разностная схема (68) принадлежит семейству схем с постоян- 

ными операторами А и В, удовлетворяющими условиям (69), (70), (84), 
то из теоремы 9 и соотношений (72), (75), (92) следует, что для решения 
задачи (68) справедлива оценка 

1 
Гоа < рева + Хто’ “А В" (109) 

ИЛИ 

7 

од < [2 Uh la, + p> t |B gala . (110) 

т. е. двухслойная разностная схема (68) будет устойчивой. 
Таким образом, имеет место следующая теорема: 
Теорема 11. Если А = А* > 0, В = В* > 0 — постоянные опе- 

раторы и выполняется условие 

В > А, т 
1+ 

то для решения задачи (68) имеют место априорные оценки (108), (110). 
Используя метод энергетических неравенств, метод выделения ста- 

ционарных неоднородностей, можно получить оценки вида (108), 
(110), в которые входят более простые нормы вектора правой части. 
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B частности, значительно упрощается исследование сходимости 

разностных схем, если воспользоваться негативной нормой 

1 

  

1Ф[ 4—1 = (А, $2, (111) 

которая при А = 4* >> 0 совпадает с нормой 

lela = (9 4) (112) su 
МН о lela, 

Так, представляя решение задачи (68) в виде 
1 — 1 1 от — zr + xt , 

где г} удовлетворяет уравнению 

Аг = gf 

и условиям 

2 (0) = г (т), 

для хГ'"" будем иметь: | 

Bxi + Ax, =f, fL=—(B—tA)a, f=, 
Xp (0) = a (0) — 2, (0). 

Тогда в соответствии с (109) 

] 1 о 

рана Хто’ ПАВ 

Заметим, что 

i 1. i LLL 
АВ = — A? BO (B—tA) of =—(I— 1A BA") A 7 Gj, 

TaK KaK 
27 — Aq! g; — A“ 

Далее, если В > 5 —_—— A, то 
ЕЕ 

i i 

|! —tA? BA? | =|T | <p. 
Поэтому 

1 1 

[А «ИА 2 91. 
Так как 

|p (0) fet <M Xn (0) [нд [2% (0) [ыд = [9 [нд Е 8 pat 

ое < АН [90 [а + oft! Фи 
ТО 

j 

+ Srl] gh +19 (113) 
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Оценки, аналогичные (113), могут быть получены и в случае перемен- 
ных операторов В = В (1 >> 0, А = А (1 = 4*(1 >> 0, если опера- 
тор А (1) >0 удовлетворяет условию Липшица по переменной Ё и 

В >-—А (9. 

Аналогично можно показать, что для трехслойных разностных схем 

B,vit! + Bi + Bvi-'= Fi (j=1, 2, ...), (114) 

(v°, v! — заданы, 08, v' € H,), записанных в каноническом виде | 

Buz +. t?Ru;, -- Аи = ф, (115) 

достаточным условием устойчивости в энергетической норме вида 
1 

о ь = (+ Jot! + oP, [о —of 1 ) (116) 

является выполнение неравенств (см. [4], [5]): 

A>0, > А. (117) 

Примеры исследования устойчивости двухслойных разностных схем. 
Пример 1. Устойчивость разностной схемы с весами для уравнения тепло- 

проводности. 
Рассмотрим разностную схему (181), 6 3. Схема имеет канонический вид (56) 

c B= 1 —otA,, A = —Ay. Так kak —Ayuy, = —;.— самосопряженный положи“ 

тельно определенный оператор (см. (129), $ 3), то на основании теоремы 11 схема будет 
устойчива в Нд, если выполнено условие (84). Пусть р = 1, тогда (84) запишется в 

виде 
т ] B—A=I+(o—z)tA>0. 

Замечая, что 

  

0<А<|4|/, (118) 
получим: 

1 1 1 
I o— —|tA >| ——_ o———]T|A, +e— a) par toa) | 

поэтому при 

1 1 

“2 АГ (119) 
разностная схема (181), $ 3, будет устойчивой. Если учесть, что собственные значения 
оператора Au, = — vd (0) = о (1) = 0 находятся по формулам 

4 .. ПАЙ —— 
hn = 5 sin? 5 (k= 1, n) | (120) 

и 
4 mth 4 

= —— cos? < — 

то разностная схема (181), $ 3, будет устойчивой при 

1 [2 
>> — Ee (121) 

Разностные схемы (175), (178), $ 3, являются частными случаями разностной 
схемы (181), 5 3, соответственно при о = ид == 1. Поэтому разностная схема (175), 
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$ 3, будет устойчивой при 55: > (условно устойчива), а разностная схема (178), 

$ 3, будет абсолютно устойчивой. 
Пример 2. Рассмотрим разностную схему (202), $ 3. Введем в рассмотрение 

операторы 
Du=v-, Av=—A,v=—v_., 

x хх 

Тогда схему (202), 5 3, можно представить в виде 

(брал о 
ИЛИ. 

Bu; + Av = 0, 

где * 

B=/+— р. 
h 

Заметим, что 0: — Uy = —ho. В силу формул суммирования по частям (v., 

v) = —(v,, v). Tlostomy 
h 

(v-, vy) = — (Ux, v) = 9 (Ve v) > 0, (122) 

так как оператор Ах == —0., — положительно определенный. Следовательно, опера- 

торы 
aT 

B=/+— 7-D>0, («>0), A=—A,=—A;,>0 

будут удовлетворять условиям теоремы 6 ср = 1, если 

T 

  

AT 

Учитывая (122), имеем: 

от т т | 
+——Э—— АЗ! (&— ПА. (123) 

h 2 2 

Последнее неравенство можно усилить, если воспользоваться (118) 

aT т 1 1 
[+h 0- + Ad (qap tye pla (124) 

откуда разностная схема (202), $3, будет устойчивой в Нд при 

2 
& 2 1— | 125 7 т| АЯ (125) 

ИЛИ 
h2 

а>1— т (126) 

При © > 1 разностная схема (202), $ 3, будет безусловно устойчивой в Нд. 

Принцип регуляризации. Достаточные условия устойчивости раз- 
ностных схем, записанные в виде операторных неравенств, могут быть 
использованы для построения новых разностных схем, обладающих 
нужными качествами. 

Пусть разностная схема (68), принадлежащая семейству двухслой- 
ных разностных схем вида (69), (70), является устойчивой, т. е. 

т 
В>- А. 
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Очевидно, если построить двухслойную разностную схему, принадле- 

жащую этому же семейству схем с оператором В > В, то она также 
будет устойчивой. Пусть оператор В представлен в виде 

В=1- тк, (127) 

где R = А* >> 0, то, выбирая 

1 1 

в> [5 — тат), 
получим устойчивую разностную схему, так как 

B=I1+tR>—A. 
an 

Оператор R называют регуляризатором. Очевидно, если выбрать Ю = 

= Ю* >> Ю, то получим устойчивую разностную схему вида 

(Г-- tR) v,-+ Av, = @,, 0, (0) — задано. 

Выбор оператора регуляризации осуществляется таким образом, чтобы 
построенная разностная схема обладала лучшими в каком-то смысле 
качествами по сравнению с исходной схемой, например, имела бы ап- 
проксимацию заданного порядка, была устойчивой и экономичной. 
Последнее условие обычно достигается за счет выбора в качестве опе- 
ратора В факторизованного оператора, например, 

B=(14+7R,)(/+TR,), (128) 

где 

R, = Ro, R, +R, =R. (129) 

При таком способе факторизации операторы В, = Г тР,, В. = 
= Г + тЮ. имеют треугольные матрицы и являются экономичными. 

Способ факторизации разностной схемы (217), $ 3, можно трактовать 
как прием регуляризации, при котором по оператору 

9 

р = 1-5,» А, = 1 - тЮ 
k=! 

строится факторизованный оператор 

В = I (1 —tA,). 
k=l 

Оператор В можно представить в виде 

В= 1+ т(В-+ т) = [+ тЮ, (130) 

В — R + TY, 

где ф определяется по формуле (219), $ 3, при этом приходим к эконо- 
мичной разностной схеме с тем же порядком аппроксимации. 
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Приведем еще один пример, в котором за счет выбора регуляризи- 
рующего оператора удается построить разностную схему с конечным 
числом узлов для неограниченной области с сохранением порядка ап- 
проксимации. 

Пусть требуется найти решение следующей задачи: 

u" + q(x)u=f(x), хЕ(—0, оо). (131) 
Предположим, что функции 4(х) и [(х) таковы, что уравнение (131) име- 
ет решение, обладающее следующим свойством: | 

|xu'|<c, Y¥xE(—oo, о). (132) 

Поставим в соответствие уравнению (131) следующее конечно-раз- 
ностное уравнение вида: | 

Av = v5, + 9 (x) 0, = |, (x), x€Q,, (133) 

где 

9, = {= Ш; 1=0, +1, +2, ...}. 

Разностная схема (133) имеет второй порядок аппроксимации и пред- 
ставляет собой бесконечную систему линейных алгебраических урав- 
нений. 

Введем в схему (133) регуляризатор К: 

Av -+ Ко = |, (х), хЕО,, (134) 
Ц (X—n—1) x oo, и (Xn+1) =: со, 

где 

Q,={x,=th: i=0, £1,..., +n}, (135) 

R — разностный оператор не выше второго порядка и Ки = О (й'), 
а в остальном пока оператор ^ произвольный. Выберем регуляриза- 
тор Ю таким образом, чтобы коэффициенты при и (х—и-—1) и и (х-) в 
(134) обращались в нуль. Если оператор А с указанными выше свой- 
ствами существует, то схема (134), (135), представляющая собой ко- 
нечную систему линейных алгебраических уравнений, аппроксимиру- 
ет исходную задачу (131), (132) со вторым порядком. При этом в гра- 

ничных точках области ©, краевые условия (135) выполняются точно 
и порядок аппроксимации не нарушается. Остающийся выбор регуля- 
ризатора Ю можно использовать в том плане, чтобы разностная схема 
(134), (135) имела заранее известные собственные значения. 

В нашем случае в качестве регуляризатора К можно взять опера- 
тор вида 

1 
4 

Ко = — 2xh*Vo (h=n “). 

Тогда конечно-разностный оператор Л -- А будет иметь собственные 
значения, определяющиеся формулой 

nt 2 5G = 0,20. 
Vn 
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Изложенный подход ‘решения краевых задач для бесконечных областей 
имеет очевидное преимущество перед обычным методом редукции (ме- 
тодом решения бесконечных систем линейных алгебраических уравне- 
ний), ибо допускает только одну погрешность — погрешность аппрок- 
симации и не содержит погрешности за счет усечения области. 

3. Аддитивные схемы 

Рассмотрим составные разностные схемы 4-го ранга вида (47), (48). 
В частности, двухслойная разностная схема 4-го ранга может быть 

записана в виде следующей канонической системы: 
&—1 

i+ < о, + — 9 + __ 

В И Ури “=, 088 
a=! | 

1 =0, 1,2, 

  

0 — задано. Здесь В, Пь, — линейные операторы, В Ди: Н,—Н,, 

1+9 а 
v = ®’ -— промежуточные значения функции. 

Аддитивной схемой называется такая составная разностная схема, 
погрешность аппроксимации которой определяется величиной 

+ = > Pp | (137) 

где р, — погрешность аппроксимации отдельного уравнения системы 
с номером А на решении и исходного уравнения. 

Аддитивная схема обладает суммарной аппроксимацией, если 

19| -—0 при |#|-0, *—0. (138) 

Впервые понятие суммарной аппроксимации для составной раз- 
ностной схемы было введено А. А. Самарским. _ . 

Принцип аддитивности разностной схемы позволил обосновать 
известные методы (в частности, методы переменных направлений) 
провести исследования новых разностных методов для более широкого 
круга задач. Следует, однако, отметить, что при построении аддитивных 
разностных схем наблюдается понижение порядка точности разност- 
ной схемы. | 

Пример (построение алдитивной разностной схемы). Рассмот- 
рим следующую задачу: 

9 

—-=Lu+f(x,t), 0<t<T, Lu = 2 L,u (139) 
i - =! | 

u(x, 0) — № (x), 

и lr — V1 (x, t). 

Уравнение (139) можно записать в виде 
9 

У, У, (и) — 0, 
k=] 
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где 
1 д 

И, (и) = a Lh (x, 1) 

q 

2 felt) =F (x, 0, (к, 1, № (х, 9 6 СБ (©). 

На отрезке изменения переменной # (0 < # < Т.,) нанесем две си- 
og — Т 

стемы узлов: основную ft, = jt, / = 0, m, tT = — и вспомогательную 

р +, 1=1, 4, (140) 
ity 

т. е. внутри каждого из полуинтервалов (й,, #;-+1] находится q — 1 точ- 
ка вспомогательной системы узлов (140). 

Уравнение (139) на каждом из отрезков [#, р заменяется 
системой дифференциальных уравнений 

У, (и) =0, 1=1,9 (141) 

таким образом, чтобы на [-м вспомогательном полуинтервале (1. 11» 
] —ь 

9 

Г, ‚ ] выполнялось [-е уравнение системы (141), причем 

uj (x, ны =щ (в), 1=2,4, /=0, 1, 
9 

Ug (x, tj) =u, (x,t), J=Hl, 2,... (142) 

u, (x, 0) = Yo (x), [= 0. 

При Е [t,, tit] | 

W, (u(x, t*)) = W, (u(x, t +0) --.0 (®, 1=1,4, 1=0,1,... (148) 

Погрешность аппроксимации Ч уравнения (139) системой (141) 
будет равна: 

q 

Y= 2 , (1), te (t;, tial, 

где 1р, (#1) — погрешность аппроксимации для уравнения М) (u (x, t)) = 

= 0 номера { на решениях уравнения (139). Очевидно, 

p () =W, (u(x,t ,)) НО ($). 
1+ 

Поэтому 
9 9 

== И, (и (ХЕ, 1) +0()] =0(%). 
[= _ l= its | 

Таким образом, аддитивная система дифференциальных уравне- 
ний (141) аппроксимирует уравнение (139) в суммарном смысле с пер- 
вым порядком по т. 

by Q
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Система (141) на каждом из вспомогательных полуинтервалов 

t ,t (ee ed 
заменяется разностной схемой, аппроксимирующей уравнение (141) 
с номером р, т. е. строится разностная схема 

Аы (0ы) =0, 1=1,4, ]=0, т. (144) 
Покажем, что аддитивная разностная схема (144) будет обладать 

суммарной аппроксимацией, если каждое /-е уравнение системы (141) 
эппроксимируется [-м разностным уравнением схемы (144) в обычном 
смысле, т. е. если 

И = 1-Й, (ды -- Аы (и)ы|-0, |1|->0, т->0. (145) 
В самом деле, пусть Ч, — погрешность, с которой аппроксимирует 

уравнение номера { исходное уравнение (139) на его решении, 

Ч, = Aa (им. (146) 

Здесь под и’ = и (х, Ё#) понимается решение уравнения (139) при 
МЕЦ, 1-1]. Очевидно, 

Wh = Whe + (W, (w’ =. (147) 
Если учесть соотношение (143), то 

Why = Fhe Wie Bw + 00, 
или 

, i j+s 
Pa = Фы -- (У, (и ))aty 

где 

[9|-—0, при |#|-=0, т—0. 

Следовательно, 

vi = 3 vk = SI [Pn + ( (И, (и * 2a = 3 v Wil, 

так как 
q 

2: (и (х, #)) =0, МЕЦ, 4+1. 
Поэтому 

14% |-=0 при |#|-0, т—0, jf=0, 1, 

т. е. аддитивная схема (144) аппроксимирует уравнение (139) в суммар- 
ном смысле, хотя каждое из уравнений (144) номера / может не аппрок- 
симировать уравнение (139). 

Для аддитивных разностных схем понятие устойчивости по правой 
части должно быть введено таким образом, что из условий суммарной 
аппроксимации следовало стремление к нулю решения разностной 
задачи (136) с нулевыми начальными условиями. 
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Достаточные условия устойчивости аддитивных схем. 
Теорема 12. Если постоянный оператор В и матрица-оператор 

О = (Ра) разностной схемы (136) удовлетворяют условиям 

В = В* > 0, (148) 
q 

a ‚(Рымьь e) >20 Ma EH = (149) 

то для решения задачи (136) справедлива оценка 

| j q 1 а 9 
lo" la<e | Ola+ Mtl ds of] + Laz Vie в ‚ (150) 

9 

ай 
q 

—-0 npu |A[>0, t+0 u > |" |; =0 (1) — ограничена, то 
=] 

  

2 

B 

  

    

Из соотношения (150) следует, что если v° = 0, | gl = — 
в—1 

        

jo в—0, j=1,2,.... 

Значит, из суммарной аппроксимации и устойчивости аддитивной 
схемы будет следовать ее сходимость. 

Доказательство. Обозначим 

i++ 
о '=o%, gh=9,. (151) 

Тогда разностную схему (136) можно записать в виде 
9 

Во; > Рю = Ф, Е=1, 4. (152) 
C= 

Построим энергетическое тождество. Для этого умножим скалярно 
k 

(152) на то 
9 

t (Bos, 0°) +1 > Dia (0%, 08) = 1 (@,, в). (153) 
a=1 

Очевидны следующие тождества: 

т (Bos, wo’) =т (Bot, м] = 

2 

= —- (Вет, в?) ++ = (Вот, of + of!) = 

1 
= —- [1? (Boj, 7) + (Bo’, of) — (Bot, o*!)], (154) 

к 

т(Ф,, в*) =т (o,, o + > (® —o'-)] = i=1 - 
Е 

= (D,, 0°) + У (Ф, ®. (155) 
i=l 
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Подставив (154) и (155) в (153) и mpocyMmMupoBaB no Bcem k = 1,4, 
получим основное энергетическое тождество 

q 

YF (Bot, of) + Bo", 0%) — (Bo, 0) + 
k=l 

9 4 q 9 Rk 

+1 У (Рыб, в) = т (Фь в) +т У Х (Фи. (158) 
—| = = k=1 i=] 

Оценим правую часть тождества (156). Для этого заметим, что 

© : i : вх ‹ k _ #3, 3 Op of = (oh, 3,0.) = #3 (of, Be Хо - (=k 

= (Bef, oY o,) <4} (olf 3 0, | 187 
а ИЕ lor + 21, p—!] (197) 

Учитывая обобщенное неравенство Коши — Буняковского и &He- 
равенство 

  

    

  

а < —at+ | 52, e>0, 
2 2e 

получим оценку для первого слагаемого правой части (156) 

q q 
т 2 (D,, ©) = (Bo, B'> о, < 

==] k=1 

    

      

    

        

  

  

  

        

  

      

  

    

  

9 2 

КФ _ 089 
Подставляя (157) и (158) в (156) и учитывая (152), получим: 

2 4 
> 2 lof +1o'ls < 10% fp 5-19 + 

о, + («+ УФ] += |= k pit 2 Orta + > Hea)? 

или, учитывая введенные обозначения (151), получим: 
9 2 9 2 

ов < (1 -|- >) le! + Ея У a +1 ef | (159) 
в ‘|B- = “вЫ 

Обозначим | 

1-1 |2 т С Ех 7 y= =— ] — | ча = 9" [в>0, = В 2 9 pate > 7 |0 

  

р=1- -5—>0, 

тогда (159) можно записать в виде 

] j 

Tit = 09) +i = TG + > pind, < elt @ +> vi , 
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откуда 

      

  

      

| 3 5 
j4-1 2 te \it+l 2 хх 1 в вм + 

2 2 j=1 ize вы 

os of У 1 
TB ZW Pela 

te(j+l) Hoo 
и при = =, если учесть, что ( + +) <е 2? , получим: 

| i+} 

  

    

q 

УФ! 
k=1 

  

lu’ la <e | v Ip + > я > lo + у, те 
‚ |= 

2 

. (169) 
B—! 

А. Сеточный метод Фурье и его применение 
для исследования устойчивости разностных схем 

Пусть Е, — совокупность всех вещественных сеточных функций и,, 
определенных в точках сетки 

©, = [= hs 1 =0, п, й = = (161) 

И удовлетворяющих YCJIOBHAM 

Up, (0) = v, (a) = 0. (162) 

В пространстве сеточных функций с обычными операциями сложения 
и умножения на вещественные числа при помощи равенства 

n—l 

(Up, Uy) = a ho, (jh) Up (jh) (163) 

введем скалярное произведение. Тогда пространство сеточных функ- 
ций Е, будет представлять собой эвклидово вещественное пространст- 
во Ю размерности и — 1. Если система функций ©, (]й) образует орто- 
нормированный базис в К„_—, то любая функция о, Е Ю,„_ может быть 
разложена по этому базису: 

n—l 

U, (jh) = 2 со, (1), j=1,n—1. (164) 

Так как в, (11) система ортогональных в К„_! функций, т. е. 
n—l 

(o, (jh), @, (jh) = a ho, (jh) w, (jh) = Sx, (165) 

где б,/—символ Кронекера, то с, в (164) будут определяться по формуле 
n—l 

сь = (Op (iA), вь (1) = Х по (®) вь (166) 
Последовательность с, можно рассматривать как спектральный об- 

раз функции и, (11) (= 1, п— 1). Если с, и В, — спектральные 
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образы ч,, и,, TO 
n—! n—! 

(py th) = 3 ho, (jh) иь (it) = Dey 
ИЛИ 

п—1 

(Um) U,) = a Ci (167) 

— разностный аналог равенства Парсеваля. 
Примером ортонормированного базиса в пространстве Ю„_—! являет- 

ся система функций 

w, (x) = 2 sin a x fh. (168)   

Система (168) удовлетворяет условиям (162) и (165). Поэтому про- 
извольная функция 9,, заданная на сетке (161) и удовлетворяющая 
условиям (162), представима в виде «суммы Фурье» 

п—1 

v, (jh) = V2 > c, sin ah (169)   

где 

i рати. (170)                  

Если каждую из функций 9, доопределить во все точки ]й (] = 0, = 1, 
+2, ...) OCH x, TO получим а-периодическую сеточную функцию, удов- 
летворяющую условиям (162). В этом случае конечная «сумма Фурье» 
является аналогом бесконечного ряда Фурье для нечетной функции о,. 

Отметим, что система (168) является системой собственных функций 
разностной задачи (приложение, $ 3): 

  

и = — №, 
хх (171) 

9 (0) =э(а) = 0, 
собственные значения /, которо: определяются по формулам: 

ЕЛА TT 
А, = sin? > , kR=l,n—l1. (172) 

Аналогично на сетке “at можно рассмотреть совокупность всех 
сеточных комплекснозначных функций 9, и каждую из них доопре- 
делить во все точки оси х с координатами х; = ]й, ] = 0, =1, -Е2, 
так, чтобы получилась а-периодическая сеточная функция. Совокуп- 
ность всех таких функций обозначим М, и введем в М, скалярное 
произведение 

n—l 

(Up, Uy) = > hu, (jh) up, (jh). (173) 

Примером системы линейно-независимых а-периодических орто- 
гональных в М, функций являются функции: 

2 
A ike x 

O=e * , i= V1; x=jh, k=0, +1, +2,..., 45.0%   
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В самом деле, 

^ ^ а, Ee en jh 
(0, (*), © (4) = Х ве ¢ — ийбы = абы. (175) 

/= 

Следовательно, любую функцию из М, можно разложить в «сумму 
Фурье» 

п 1 
  

  

  

  

k= 

2 “A 

в (х) = > ; Ap (x); (176) 
n— 

k= — 

где 
1 ^. 

Ap = > ns @)- (177) 
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^ а * п—! 
Функции ©, (х) =е Е = 0, 1, = 2, ..., = 5 Являются 

собственными функциями оператора 
t ~ ^ aA 

“Oo (wz + @,) = Aw, 

собственные значения которого 

п ._ 2mk 
A, =—> sin n° 

Функции wo, (x), R=0, £1, ..., Е, являются также собст- 

венными функциями оператора (-); и (-), на М,, причем 

250 2m C 2п k— (j+1I)h ik jh 27. A с a (7-1) —е а ] hE x (e а "ay ^ _ 

(5; (х)), = h =e —____ = 0, (%) А, (1), 

(178) 

(в, (х)); = —А, (в) @, (x), 
где 

в 
  

Ne (A) =— h 

irom x a 
Поэтому 0, (x)=e “ (x =0, +1, ..., +251) образуют полную 

N 

систему собственных функций для любого оператора А, в виде 
| sg 

Ао, = 2 bsgD D Uns (179) 

где 09, = 9хх..х, D'v, = Uzz,..z, bsg — MOCTOAHHbIE KO3pPuuHeHTHI. 
Это позволяет вопросы исследования устойчивости разностных схем 

связать с изучением спектра разностных операторов, по собственным 
функциям которых могут быть разложены в ряд Фурье искомые ре- 
шения разностной схемы. 
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Примеры исследования устойчивости разностных схем с использованием сеточ- 
ного анализа Фурье. 

Пример 1. Рассмотрим простейшую разностную схему (175), 5 3, для однород- 
ного уравнения теплопроводности (172), $ 3, при нулевых граничных условиях, т. е. 
при уз (1) = уз ( = 0, | (х, 9 = 

Схема будет иметь вид: 

] 

vho " = hn (a) = 0, (180) 

i = г. 

Будем искать решение схемы (180) в виде разложения в ряд Фурье по собственным 
функциям задачи (171) 

= SY) chap (jh), (181) 
k=l 

причем cf определим так, чтобы разложение вида (181) имело место и для начальных 

условий, т. е. при со = (V1, Wp). 

Подставляя предполагаемую формулу решения в искомое уравнение (180) и учи- 
тывая линейную независимость @р, получим рекуррентные соотношения для опреде- 

ления ch: 

  

1 | mR 
и = quel, де = 1 — тАк, Ap= sr sin? Da 

— К-е собственное значение оператора (171). Очевидно, | gg| < 1 при = < >. 

Если |9 | < 1, то 

п 

пер oft, oft = Ув =v elthe< Y ch? =f P, 
i=! =1 k=l 

т. е. схема (180) будет устойчивой по начальным данным в сеточной норме [». 

Сеточный метод Фурье можно применить для исследования устой- 
чивости двухслойных явных разностных схем вида: 

vit Pol’ =F’, j=0,1,..., (182) 

v = ¥ (x), 
еслн 

P=P*>0 | (183) 

и известен отрезок [%, В], которому принадлежат собственные значе- 
ния А, оператора Р: 

Ро, (х) = №0, (х), О<а<^, < В. (184) 

Очевидно, при А = 4А* > 0, В = В* >> 0 разностная схема (68), 
$ 4, может быть приведена к виду (182) с оператором Р, удовлетворяю- 
щим условию (183). 

В дальнейшем будем предполагать, что система собственных 
функций оператора Р образует ортонормированный базис п-мерного 
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пространства Ю,„. Введем в рассмотренные ряды Фурье 

Uh = 2 cho, (x), Fh = a бью, (х), (185) 

0 
Uh = x Ce, (x). 

Подставляя (185) в (182), получим aaa Koa puunentos ch, bk cenytoulee 
рекуррентное соотношение: 

1 

4% м =Ы, В=Гп, ]>0 

или 

cht! = (1—th,) ch + toh. 
Обозначим | 

d, = 1 —TA,. 

Тогда, если 

Ge] =|1—tAa,| <1, (186) 
TO . 

1 1 

= [4] = (548%) = (ен) < 

    

< (+ ely) +1 (= (oh) 

или при выполнении условия (186) для решения задачи (182) справед- 
лива оценка 

to
] — 

=|vh| + 7 FhI 

i 
ont | Soni + at | Fal. (187) 

Очевидно, оценка (187) будет иметь место при 

0< 18 <2. 

Сеточный метод Фурье может быть применен для исследования 
устойчивости трехслойных разностных схем. 

Пример 2. Рассмотрим разностную схему (247), $ 3, аппроксимирующую 
однородное уравнение (245), (246), 5 3, с точностью О (Я? -{- 12). Разностное уравнение 
(247), $ 3, перепишем в виде 

Аир — Вор | Со! = 0, (188) 

где 

A=l, B=2i4+ 7A, C=l. (189) 
Операторы А, В, С имеют общую систему собственных функций, образующих 

ортонормированный базис. Для доказательства сходимости разностной схемы можно 
применить метод разложения искомого решения в ряд Фурье по этой системе функций. 

Если искать решение уравнения (188) в виде 

ов = це В, yo = const, Е — целое, (190) 
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то для того чтобы функция (190) удовлетворяла уравнению (188) необходимо и доста- 
точно, чтобы В и ^ удовлетворяли характеристическому уравнению 

62 —(2 — TAs) ps + 1 = 0. (191) 
mths 
  

4 
Здесь р = ев, = Fe sin? (192) 

a 

Очевидно, при | 05 | < 1 разностная схема (188) будет устойчива. Уравнение (191) 
представляет собой квадратный трехчлен. Имеет место следующая лемма: 

Лемма (Критерий Гурвица). Корни квадратного трехчлена х? -- ах 4. 
+ 6=0 no modyato menowe usu равны единице тогда и только тогда, когда выполне- 
ны следующие два условия: 

jal<l+o, [6|< 

Убедиться в справедливости леммы можно непосредственной проверкой. | 
Таким образом, разностная схема (188) будет устойчива при | 2 — 12); | < 

Следовательно, трехслойная разностная схема (188) абсолютно устойчива. 
Аналогично можно доказать устойчивость производящей разностной схемы 

вида (261), (254'), $ 3, при 4 < 4, если параметр удовлетворяет условию 

«—В> шах |0, ———38, max — 3B V 2k + V 18B? (2—#) +(R—4) (1 — 4B) 
4 29 | (e —1) V 2k 

  

he 
Здесь введено обозначение В = Te ({17], [18}). 

$ 5. ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Метод сеток решения линейных задач математической физики при- 
водит к системам линейных алгебраических уравнений. Эти системы 
обычно имеют следующие характерные особенности: 

а) большое число неизвестных, | 
6) специфическое расположение ненулевых элементов и их ред- 

кость по отношению к нулевым элементам матриц. 
Для решения таких систем уравнений обычно применяются итера- 

ционные методы (см. гл. 8), причем они оказываются наиболее эффектив- 
ными, если известны границы спектра собственных чисел матрицы 
исходной системы. 

Однако для большинства систем линейных алгебраических урав- 
нений, соответствующих разностным методам решения задач матема- 
тической физики, характерен большой разброс спектра. Следствием 
большой разбросанности спектра матрицы системы является медлен- 
ная сходимость итерационных методов. 

Для ряда разностных оператоэов специального типа можно постро- 
ить прямые методы решения разностных уравнений, которые оказываю- 
тся более эффективными по сравнению с самыми быстрыми итерацион- 
ными методами. Эти прямые методы — быстрое дискретное преобра- 
зование Фурье (БДПФ), метод тензорных произведений (ТП), метод 
суммарных представлений (СП), метод биортогонализации и другие — 
в той или иной мере используют явное представление для собственных 
чисел и собственных функций матрицы системы разностных уравнений. 
Наиболее эффективными эти методы оказываются, когда исходная кра- 
евая задача допускает разделение переменных. 
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„Метод суммарных представлений [59]. Одним из основных положе- 
ний этого метода является построение формул суммарных представле- 
ний (ФСП), выражающих общее решение конечно-разностного уравне- 
ния через значения его на границе области или через небольшое число 
произвольных постоянных, которые подлежат определению ИЗ ДОПОЛ- 
нительных (краевых или других) условий. 

С точки зрения аналогии с классическими методами математиче- 
ской физики получение ФСП можно рассматривать как дискретный 
аналог метода конечных интегральных преобразований или метода 
функций Грина. Аналогично, как в непрерывном случае, с помощью 
конечного интегрального преобразования (если это возможно) двумер- 
ная задача сводится к распадающейся системе обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений, точно также в методе С применяют так 
называемую Р-трансформацию, которая позволяет свести систему в 
частных конечных разностях к распадающейся системе обыкновенных 
разностных уравнений. Затем ищут аналитическое решение обыкно- 
венных разностных уравнений, из которого обратным преобразова- 

нием (Р"-трансформацией) получают ФСП. Основная идея метода СП 
на примере решения уравнения в частных разностях второго порядка 
может быть истолкована следующим образом, 

Пусть требуется найти решение конечно- разностной задачи 

Свой == | (i, 1) EQ,, L, = Lin + Lon, (1) 

Lopye=Vip (NEL ys (2) 
где : wi 

Lindiy = ay 0:44,;— dv; + OP aj, о (3) 
(2) (2 (2) 

Lends = Qj Ui,j+1— dj Vij + bj Vij—ls 

2,={i)), i= п, |= |, т} — сеточный прямоугольник с грани- 
цей Г» = {(0, f), i = 1m} U (a+ 17,7 = 1, m} U 

Ц {(6, 0), i= a} U (Gi, m+1,i=1, n}. 
Введем две матрицы П®, П®, соответствующие разностным опе- 

раторам Гл, Lop, | 

а о ... 0 \ 
k os)? а а’ .. 

Wh = e ® ® ® ® ® e e 6 e e e ° e ® ® р e , (4) 

0 0 bs — — 4—1 Qs,—1 

| о... 0 bp dy   
k=1, 2, $5 =1, $ = т. 

Пусть хотя бы одна из матриц П® (Ё = 1, 2) является матрицей 
простой структуры (подобна диагональной). Для определенности пусть 
это будет матрица П®, т. е. | 

| 1 =PMP , (5) 
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где Р-фундаментальная матрица, столбцами которой являются соб- 
ственные векторы матрицы TI; M = (p,), — — диагональная 
матрица собственных чисел. Свойство матрицы П® позволяет краевую 
задачу для уравнения в частных конечных разностях привести к кра- 
евой задаче для обыкновенного разностного уравнения. 

Действительно, запишем краевую задачу (1) — (3) в векторной 
форме | 

По, + Lond; = Г, —®, (6) 

Vo = Yor ты = Ят-ь _ (7) 
где | 

= (Vi) TH fi =(f пт 
(8) 

oO; = (Yo; 0, зу 0, ‘Yn-+-1,/) 
п-мерные векторы. 

Для любого п-мерного вектора © введем обозначения 

р = Р\№ = и | (9) 

тогда, производя Р-трансформацию задачи (6), (7) (умножение слева 
уравнения (8) и условий (9) на матрицу Р`') с учетом (5), (9), получаем: 

Mv, + Lov) = f; — o), (10) 

Up = os Um! = т (11) 
или в скалярном виде 

абон —(— w+ 4”) 0 + 1? Dr = fy — и, (10’) 

0ю = о, т = т (i, =1,n; j=1,m). (11’) 

Система вида (10’), (11”) — система с трехдиагональной матрицей 
и поэтому вообще может быть эффективно решена методом прогонки, 
но метод СП преследует цель построения ФСП, т. е. аналитического 
представления для решения исходной задачи. Поэтому предположим, 
что для каждого фиксированного { краевая задача (10’), (11’) имеет 
разностную функцию Грина, которую для определенности. обозначим 
через С»; (и). Тогда решение краевой задачи (10’), (11’) можно пред- 
ставить в виде | 

оу = Абу (в) во + аби (в) и — 

—2 Go; (4) [fio — вы] (= 1, т). (12) 

Переходя в (12) к векторной форме записи и производя обратную 
Р-трансформацию (умножение обеих частей (12) слева на матрицу Р), 
получаем явное решение исходной разностной краевой задачи (1), (2) 

— Px Gp;P—' [fp—p] (i= 1, m), (13) 
p= 
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где 

Ср; = [Ср (т 
— диагональная матрица. 
Формула (13) называется формулой суммарных представлений (пер- 
вого типа). 

Таким. образом, для построения формул суммарных представлений 
вида (13) необходимо: 

1) изучить свойства матриц П® (Ё = 1, 2). Если хотя бы одна из 
матриц является матрицей простой структуры, то нужно построить 
фундаментальную матрицу Р, матрицу собственных чисел М и задачу 
для уравнений в частных конечных разностях свести к задаче для обык- 
новенных конечных разностей; 

2) решить задачу для обыкновенного конечно-разностного уравне- 
ния. Произвести обратную Р-трансформацию найденного решения 
и получить формулу суммарных представлений. 

Если обе матрицы П® (Ё =1, 2) являются матрицами простой 
структуры, то при построении формул суммарных представлений мож- 
но построить фундаментальные матрицы и матрицы собственных чи- 

сел для матриц П®, П®, т. е. найти разложение 

Вводя Oe 

= (vy), = (т (15) 

= so + Serie, + Обл в, т--1): С, 
конечно-разностную краевую задачу (1) — (3) записываем в матричном 
виде 

ПУ + УП = Е— У. (16) 

Используя соотношения (14), произведем двойную Р-трансформацию 
матричного уравнения (16) (умножение обеих частей (16) слева на матри- 
цу (Р')-' и справа на матрицу Р®), получим: 

МТУ + УМ® =ЕЁ— (17) 
или в координатной форме 

оны) ше М, @=Т п; 7 =1,m), (18) 
где для любой матрицы У = (идет порядка п Хх т выражение у 

означает: | 
т, 1—1 2) =1,т V = (P™)"VP® = = (©)! и. (19) 

Если 
me 2240 G=T,n Тм +e AO GG =1,n; j=1, m), (20) 

то система (18) легко решается. Записав решение системы (18) и перейдя 
к матричной форме записи, произведем обратную Р-трансформацию 
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(умножение обеих частей матричного уравнения слева на матрицу 
1 2)\— Р® и справа на матрицу (Р®)-"), тогда получим искомое решение в ви- 

де формулы суммарных представлений второго типа 
V= Pp (МГ? © (Pp)! (F -- WV) Р®]} (Р®)—. (21) 

Здесь знак © означает поэлементное умножение матриц 

—1 1 j=1,n 
M = aw а) + WP |” . (22) 

Примеры построения формул суммарных представлений для конкретных раз- 
ностных уравнений. — 

Пример 1. Пусть в области 22, (132), $ 3, требуется найти решение конечно- 
разностного уравнения Пуассона (133), (134), $3. 

Запищем разностную задачу (133), (134), $ 3, в виде 

  

Lyn? ig +O Lo pd; = hifi (, ЛЕЧЬ, (23) 

| =, ЛЕТГЬ (24) 
где 

в = 941: Е фр 

hj 
Lon = Yj, 241 — 2B0;,-+ 0,7 B= la, ats г (25) 

2 

Для построения формул суммарных представлений первого типа воспользуемся 
обозначениями (8), тогда уравнение в конечных разностях (23) можно записать в век- 
торной форме 

Tp, + O70 54) — 2pv; + OV 1 = hf; — 0), (26) 

Vo = Vor би = Фи (27) 
где матрица П() имеет вид 

п = (Vo п; {= ti, 0, во всех остальных (28) 
| l, i=j+l1, i=j—l, 

случаях. 

Задача о собственных числах и о собственных векторах матрицы П() 

Wy — 2uv = 0 (29) 

при переходе к скалярной форме записи эквивалентна следующей конечно-разно- 
стной задаче Штурма — Лиувилля: 

  

Зв — 2Up + Up_y = 0, MH = 9,4, = 9, (29’) 

COGCTBeHHbIe 3HaYeHHA 2M, KOTOPOH HaxOAATCA nO topmyvie 

kn —- 
= =—- ° 30 Qup 2cos т, k=1,n (30) 

Система ортонормированных собственных векторов матрицы П() будет 
иметь вид 

V 2 . feo — 
= ——— sin k,j=1, n). (31) Pr; Vn 1 n + 1 ( ] ) 

Фундаментальная матрица 

  

  

  

   (sine (32) т n+l 
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матрицы П является матрицей ортогонального преобразования, т. е. 

P = p—! = P*, (33) 
поэтом 

” п) = РМР, (34) 

= (2u = (2 COST 

— Диагональная матрица. 

Заметим, что если матрица П представима в виде 

Tl = all) — o7/, | (35) 

гдеаи $ — некоторые постоянные, то фундаментальная матрица для матрицы П бу- 

дет совпадать с фундаментальной матрицей для матрицы П(), а матрица собственных 
чисел П будет определяться равенством 

= (21) _— = (2 ¢ со --;)} _. (36) jslin n + 1 2 j=l,n 

Произведем Р-трансформацию векторного уравнения (26), (27), тогда получим: 

где 

  

mo” ^ 

Vo = Yor Unti = Vn+i» 
или в скалярной форме 

A ` — “Aw mo” 9* _ ^^ 

оны 2 (В @ ‘идеи = р, — 9 6, (37) 

1:0 = Yior Эрт-ы == та @= п, j= 1, m). 
Решение краевой задачи (37) может быть записано через функцию Грина 

т! 

= 6, (10 Фю - би; (19 ты — > бо; (ПП [Ор — 9 Wp], (38) 
p= 

> 
= 

где разностная функция Грина имеет вид 

О р, 1-1 (ИВО и.) (10 — 
  

  

  

G . = = l, т). (39 pin Tm ф-т 
Здесь (/; (1) — многочлен Чебышева второго рода, 

Ip, i= min(p, p=Pti lei 
; ; 40 

p+jitip—i\ ) 
(р, j) = max (p, j)= 2 , 

Ny B соответствии с формулами (35), (36) будут иметь вид 

— —2 [1 — сз = 1- а ( cos wet): (41) 

Переходя в равенстве (38) к векторной форме записи и производя обратную po. 
трансформацию, получим формулу суммарных представлений первого типа решения 

разностной задачи Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике О» (132), 

т 

vj = PGP + PGP 4.4 — P = GP [hofp — & wp). (42) 
p= 
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Здесь Р — матрица размерности п Х п, элементы которой HMeIOT BHA (32); G. = 

= (G,; (1:)); гл — диагональные матрицы размерности п, элементы которых eine 

деляются по формулам (39) — (41). | 
Для построения ФСП второго типа для разностной схемы (133), (134), $ 3, в облас- 

ти О; (см. (139), 5 3) используем обозначение (15), матрицы , 

  

You Yoo +++ Vom ? 

0 0 0 

=, Н = ты . 5 оо , ооо о , 

( Vntit Ул. **° Там | 

/ Y10 0 eee 0 Vijm+1 \ (43) 

1.7 V20 0 eee 0 Vo,m-+1 

Vn0 0...0 Vaym-+1 

и квадратные матрицы П() и П@) соответственно размерностей п Х питх пт, эле- 
менты которых определяются из соотношения (28). Тогда задача (133), (134), $ 3, 
может быть записана следующим образом: 

TMV + о?УП®) — 28у = ВЕ—Н — а 10. (44) 

Для матриц 1) и ПП) имеют место соотношения (см. (34)): 

ПО) — РФ МР, 

  

п) — рР(2) м“) Pe, (45) 

где 

—^— д РИ — (рф) — -V [sin т ikm =") 
ил n+l n+l Jixijn’ 

pe — (pe yf 2 (sin рп er) . (46) 
i=l, m+] m+ 1 Tm 

— квадратные матрицы соответственно п-го и m-ro nopsAKos, npuyem PHOpPO = 7, 
Е = ? > . 

(1) — (1) М = (2) = [2 cos a } — 

M?) — (2u?),_ + — (2 cos ——_—_— ae FET), a 

— днагональные матрицы п-го и т-го порядков. 
Введем Р-трансформированные матрицы 

“a 

у —= РФуР®), Е — PYOFP 2) 

(45°) “A 

H _ PO Fp) О = Pg p@, 

Побле умножения равенства (44) слева на Р“) и справа на Р получим: 

MOY + @2VM® — 287 = ВР — Н — аб.



или в скалярной форме 

”~ ^ A 9 A A “A 

о, + ар, — Boj = МН; — 979, — 1. = (47) 

Здесь о: Я р т» Чи — элементы матриц у, F, H, Q. 

Из (47) имеем: 

2(B — wp? — api) oj = — Athy + oq + hy 
(@=i,n; j=1,m). 

Пусть В — и — a? pe?) == 0, тогда 

2^ A “aA 

b= ly FO Ау , 
1 2 (6 — pl? — aay?) 
  (48) 

Из (45’), (46) следует, что 
п т 

_\ (1) (2)^ 
v= : > РЕ РИ ЧЕ 

—
5
 

или, учитывая (48), 

(1) (2) п п т т 

РИ (1) 0) (— #@ 
би = у > 28 — pO — atu) x > PukPyt (— AY fay hay + 9 у). — (49) 

Формулу (49) можно записать в виде (21). Скалярная форма записи формулы суммар- 
ных представлений (49) совпадает с формулой решения задачи (133), (134), 5 3, полу- 
ченной методом тензорного произведения. 

Формулы метода тензорного произведения получаются из представления разно- 
стной схемы (133), (134), 53, в виде (150), $ 3. Тогда, если учесть, что треугольные 

матрицы А; и Л. являются матрицами простой структуры вида (35), причем 

- ФЗ -а ~(2)*~ (2) = (2 A, = B Op? A, = P Mp? 

то из (150), $ 3, получаем, что решение разностной задачи Дирихле можно предста- 
вить в виде 

  

и = p? 2 po (Im ® мо 4m” @ In) 152) 8 Бр. (50) 

Скалярная форма записи формулы (50) имеет вид (49). | | 
По аналогии с формулами (42), (49) могут быть построены формулы суммарных 

представлений решения разностного уравнения (133), $ 3, при условии задания на 
сторонах прямоугольника (132), $ 3, периодических краевых условий. 

Например, если на горизонтальных сторонах сеточного прямоугольника (132), 
$ 3, заданы краевые условия периодичности, т. е. 

Чо = Эт» та = и (= п), (51) 

а на вертикальных — краевые условия первого рода 

Vor = Vor Untik = Vntik (&= 1, m), (52) 

то с помощью прямоугольных матриц (43), квадратной матрицы (28) и квадратной мат- 

рицы П® порядка т 

    

[о 1 0... 0 1) 
1o10... 0 0 

1 1... 0 0 
n® = . . (53) 

0 0 we 101 

11 O . ee ото 
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разностную краевую задачу (133), $3, (51), (52) можно записать в виде 

MV + «?УП®) — 28 У= МР— Н. (54) 

Фундаментальная матрица Р®) и матрица собственных чисел М®) \ матрицы П®) 
может быть найдена | В Oe решения задачи (29’) с краевыми условиями перио- 

i — „ п \\/-т Р® = (р и = V= (+ 5jsin( Ot — +, 28} _> 

    

    

[=] п 

где | 
1 

= npy j=l, — при | = т, если т — четное, 
=! У? b=} V2 

0 npu j=2, n; 1 во всех остальных случаях, 

E,; = entier + (j=1, m) (55) 

P®) p@)* — 1, 

M®) = 21, COSG, COSG, COS 2H, COS2a, ..., cos BS G, COS a “| ‚ (56) 

| 27 
диагональная матрица порядка т, а = ——. 

т 
Учитывая, что 

п) — P®) M®)p@)* (57) 

и проводя аналогичные преобразования, как и при выводе формулы (49), получим 
формулу суммарных представлений решения разностного уравнения Пуассона с пе- 
риодическими краевыми условиями, заданными на горизонтальных сторонах прямо- 
угольника [61] 

п т (1) „ (3) 
_ РР (1) (3) о 

9; = PupPot (— Ри» + Ayy)s ij >> — 2 (В — и a? и) > у ВЕРУ luv uv (58) 
  

если В — и) — а? @) + 0,k = 1, п; [=1, т. Аналогично могут быть рассмотрены 

всевозможные комбинации краевых условий первого, второго и третьего родов и 

условий периодичности на сторонах сеточного прямоугольпика. 

Указанный прямой метод решения разностных уравнений может 
быть обобщен на случай большего числа переменных и других типов 
дифференциальных уравнений как с постоянными, так и переменными 
коэффициентами [48], [60], [59]. 

Метод суммарных представлений можно рассматривать как анали- 
тический аппарат решения задач математической физики в дискретной 
постановке. Как известно, одним из наиболее эффективных методов по- 
лучения аналитического решения краевых задач математической фи- 
зики для односвязных (двухсвязных) областей является метод кон- 
формных отображений данной области на круг (круговое кольцо). 
Если воспользоваться аппаратом конформных отображений и методом 
суммарных представлений, то во многих случаях удается расширить 
вид областей, для которых можно найти решение соответствующей 
конечно-разностной задачи в явном виде или в виде формулы, содер- 
жащей небольшое число параметров. 
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Так, если рассмотреть уравнение Пуассона 
02 

a (59) 
0? 

Ao =F (с, т), Аст — до? —- 

в декартовой системе координат о, т, то в переменных 

"9 1 4 т 
х = шо, у= ор = Ут, 0 = aretg +) 

уравнение (59) можно записать в виде 

Дхуи = р(х, 9), ‹60) 
где 

u(x, y)= (р, 9), f(x, y) =e*F (x, у). 

Узлам прямоугольной сетки плоскости х, и: 

X= Xt thy, Yj = Yo + jhe (61) 

(i =0, &1,42,...5 f=0, +1, +2,..,) 

в плоскости с, т соответствует дискретное множество точек 

р; = рей, 9,= 0. (0% =е%», 1 А=0, =1, - 2, ...). (62) 

Пусть ® = о (6,, 9;) — функция дискретных переменных р; 9, оп- 
ределенная на множестве точек (62). Если положить 

© (0;, Bj) = и (хь 9), 

то @® (р, 9), как функция от р, ] на множестве точек (62), будет удов- 
летворять уравнению (133), $ 3. 

Поэтому результаты, известные для уравнения (133), $ 3, можно 
применить к нахождению значений © (0;, 9;). Так, формула (58) будет 
давать решение конечно-разностного уравнения Пуассона в сеточном 
кольце, определяющемся совокупностью точек (0;, 9) изометрической 
сетки 

— th, ~— fh. — jm 
р; = бе, 0, = jh, =] =) 

  (>06 i=0,n+1, j=1,m, n = entier ( In & — )): 
ny Po 

если на границе (Ю, 9;) сеточного кольца заданы краевые условия 
Дирихле. 

В случае краевых задач, связанных с эллиптическими уравнениями 
более высокого порядка, в частности краевых задач, связанных с би- 
гармоническими уравнениями, для построения ФСП можно использо- 
вать представление решения бигармонического уравнения через гар- 
монические функции. Используя метод конформных отображений, уда- 
ется построить ФСП решения основной бигармонической задачи в 
областях не только прямоугольной формы, но и для произвольной 
односвязной области 5, если известна функция, дающая конформное 
отображение круга на область &2. 
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Формулы суммарных представлений могут быть использованы для 
решения краевых задач в области более сложной конфигурации, со- 
ставленных из канонических областей: 

Продемонстрируем применение метода суммарных представлений 
для решения краевых задач в областях, составленных из прямоуголь- 
ников. Для простоты рассмотрим Ё-образную область ®@ = ©, + ©,, 
которая состоит из двух прямоугольников ©, и ©.. Пусть в области 6 
требуется найти решение задачи Дирихле (130), (131), $ 3. 

Дискретизируя эту задачу так, как это делалось ранее для прямо- 
угольника, записываем формулу суммарных представлений (42) для 
каждого из сеточных прямоугольников: | 

в = ((хь у), t=0,n+1, 1 = 0, т-+ Ц, (63) 

в = ((хь и), imn+tl,ntn+2, j=0, m' +1}. 

В формуле (42) значения искомого решения в т’ точках сетки на стыке 
прямоугольников будут выступать в качестве неизвестных параметров. 
Чтобы определить эти параметры в каждой точке, лежащей на стыке 
прямоугольников, записываем разностное уравнение (133), (136), $ 3, 

ВТ Юла. — Зои Е и, + И [Ong spp — ng + 

+ Un+1,j—1] = fat, g=1, пт’). (64) 

Подставляя в (64) вместо ин,; (] = 1, т’) значения, найденные по фор- 
муле суммарных представлений для прямоугольника ®, вместо 

0,42, (|= Т, т’) — значения, найденные по формуле суммарных 
представлений для прямоугольника о, получим систему линейных 
алгебраических уравнений т’-го порядка. Эта система может быть 
приведена к виду 

т! 

№ C1 Unit = Pasig, ]=1, т | (65) 
— 
— 

  

3 . . 
и для своего решения требует О (т”) арифметических операций. Об- 
щее число арифметических операций при использовании формул сум- 
марных представлений для областей, составленных из прямоугольни- 

1 
ков будет порядка О (=). Экономичные итерационные методы в этом 

случае требуют операций порядка 0 (= п =}. Явные методы решения 

разностных уравнений будут обладать определенными преимущества- 
ми перед итерационными методами, если решение исходной задачи нуж- 
но знать не во всей области, а лишь в определенной ее части или нужно 
вычислить некоторые характеристики (интегральные, дифференци- 
альные), связанные с решением краевой задачи. Это обусловлено тем, 
что запись решения в виде формулы суммарных представлений позво- 
ляет проводить выборочный счет и производить необходимые для по- 
лучения данной характеристики преобразования над самой формулой. 
Метод суммарных представлений применяется для решения различных 
классов задач теории фильтрации, теории пластин и оболочек, задач 
на собственные значения [14], [22], [44], [45], [47 ]. 
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$ 6. МЕТОД ПРЯМЫХ. 
МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ СООТНОШЕНИЙ 

Метод прямых и метод интегральных соотношений принадлежат к 
группе приближенных методов решения краевых задач, основная идея 
которых связана с понижением размерности решаемой задачи. В этих 
методах размерность понижается за счет аппроксимации исходной за- 
дачи для дифференциального уравнения в частных производных или 
системы дифференциальных уравнений также системой диффренциаль- 
ных уравнений, но с меньшим числом непрерывных переменных. 

В классическом методе прямых приближенное решение задачи для 
уравнений в частных производных в случае двух независимых пере- 
менных сводится к решению задачи для обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений. Для этого область интегрирования разбивается на 
полосы обычно фиксированными прямыми линиями, и производные 
по одному из направлений заменяются конечно-разностными уравне- 
ниями. Полученная при этом система обыкновенных дифференциальных 
уравнений обычно решается численными методами. В методе интеграль- 
ных соотношений разбиение области проводится кривыми линиями, 
форма которых определяется видом границы области интегрирования. 
Кроме того, в методе интегральных соотношений широко используют- 
ся различные классы аппроксимирующих и весовых функций, выбор 
которых ставится в соответствие с поведением ожидаемого решения. 
В результате можно получить хорошую точность при малом числе 
полос. В этом плане метод интегральных соотношений является более 
гибким. Однако, если вопросы сходимости приближенных решений, 
полученных по методу прямых, для основных разностных уравнений 
математической физики изучены довольно полно, то этого нельзя ска- 
зать в настоящее время о методе интегральных соотношений. : 

1. Метод прямых 

В методе прямых, в отличие от метода сеток, конечно-разностными 
выражениями аппроксимируются производные по какой-либо одной 
переменной. | 

Основную идею метода прямых изложим на примере решения кра- 
евой задачи Дирихле в прямоугольнике 

Q=(0cxca, 0<y<bd) (1) 

для уравнения эллиптического типа в предположении, что коэффици- 
енты, правая часть уравнения и граничные функции удовлетворяют 
требованиям существования и единственности решения поставленной 
задачи 

д? 0? д с(х, у) 5 + 4(х, Gate 5; 9 ди= НУ, ©) 
u(x, 0) = yo (x), (x, 6) = v1 (x), | (3) 

u(O, y) = Yely), Ua, ¥) = Vs (y) (4) 
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при ^ 

c(x,y)>°>0, Pod(x,y>a>0 

q(x, y) << — 9g <0. 
Построим решетчатую область © „с границей Г„, разбив прямоуголь- 

ник © на (т -- 1) полосу прямыми yj = jh | 
о 

о, = [0 <х<а, y; = jh, й = ит, j= mh. (6) 

(5) 

Граница Г. состоит из отрезков прямых 

О<х<а, у=0; О<х<а, у=б (6’) 

и ToueK (0, y;), (a, y;), | = 1, т. 

На решетке ‘„ заменим производную разностным вы- ou 
Oy? |y=y   

ражением вида 

о | 
ay yay, TE ME Yj) — 20% Yi) FE Yet 

he Ofu (x, Oh 
+ 12 a » [0]<1 (7) 

Тогда Ha решетке (6), (6’) систему, аппроксимирующую исходную за- 
дачу (2) — (4) с погрешностью О (й?), можно записать в виде 

Го) = сд 9 4 6; (x) SHO 4 
O74 (x) — 204 (8) + 0 (x) +d; (x) = pS tay) =f), © 

Up (X) = Yo (X%), Um (x) = 1, (5) 

0; (0) = Ye (yj), Uj (a) = Уз (у), j=l,m. 

Здесь использованы следующие обозначения: 

с, (х) = с(х, у), ej (x) = (x, 9), 
dj (x) = d(x, Yi), Qj (x) = 9 (х, у), fi (x) = f (x, Yj). 

Разрешимость и равномерная сходимость системы (8) к решению 
исходной задачи может быть доказана с помощью принципа максимума. 

Теорема 1. Пусть у; (х) является решением задачи ( (8) при Yo (x) = 
= , (x) = 0, ye (yj) = Vs (yj) = Сир (х) > 0 для всех ] и х. Тогда 

и: (х)<0 (=0,т-+ 1). (9) 

Доказательство проводится от противного. Предположим, что при 
1=1(1 </1<т) их=\тЕ (0, а) функция ч, (х) принимает макси- 
мальное положительное значение, т. е. 

  

  

о, (И) >0, ()=0, и (< 0 
Тогда 

" Uj_4 (1) — 20; (N) + 94.4 (N) 

Ly (04 (m)) = 6 (%) 01 (n) + dis (x) <p 
+a()%%) =f) <9, 
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что противоречит условию теоремы. Аналогично показывается, что 
при Г, (х) < 0 выполняется соотношение у; (х) >> 0. 

Иными словами, сетчатая функция у, (х), являющаяся решением 
задачи (8), с коэффициентами с (х, и), 4 (х, и), д (х, и), удовлетворяю- 
щими условиям (5), при |], (х) > 0 не может принимать в О„ положи- 
тельного максимума, а при |; (х) < 0 отрицательного минимума. 

Из принципа максимума следует единственность решения системы 
уравнений (8). В самом деле, если существует два решепия системы (8), 
удовлетворяющие одинаковым краевым условиям, то их разность бу- 
дет удовлетворять соответствующей однородной системе с нулевыми 
граничными условиями и в силу принципа максимума тождественно 
равна нулю. | 

Для исследования сходимости решения системы (8) к решению ис- 
ходной задачи (2) — (4) докажем теорему сравнения. 

Теорема 2. Пусть функции г, (х) и ®; (х) удовлетворяют уравнениям: 

L jz; (x) = pj (x) Lo; (x)= Q;(x) G=l1,m, 0O<x<a) (10) 

в Ок и условиям: 

6; (0) > |2: (0), ®;@) >12 @)| (=т, т), (11) 
Wy (x) >> | 2% (х) |, m4 (X) > | 2m4i (x)|, OSX <a (12) 

на Ги, где | 
” 2:11 (Х) — 22; (x) +2,_, (x) 

L jz; (x) = 6; (x) 2; (x) + di; (x) = =   

+e; (x) 2; (x) + 9; (x) 2 (x). (13) 
Тогда, если Ф, (х) < — | т; (х) | = Ъ м) и коэффициенты в (13) 

удовлетворяют условиям (5), то 

| 2; (x) | < о; (х) в 9. - Г... (14) 

Доказательство. Рассмотрим две системы функций: | 

в; (х) + 2;(х) f=0,m+1, 0<x<a. (15) 

Очевидно, 

Г (6; (Х) = 2; (х)) == ФЕ; < 0 в 9. 
Из (11) и (12) имеем: 

6; (х) Е 2; (х) >20 на Г,, 
т. е. 

6; (х) = 2.) >0 в 9+ Г, 
или | 

0; (х) > |2,(Х)| ]=0, т+1, О<х<а. (16) 

Обозначим через 

2; (x) = u(x, yj) — 9; (x) 
разность между точным решением исходной задачи и решением си- 
стемы (8) на прямой у = у,. Тогда 

Г, (2; (х)) =, (х), 1=1 т, 0<хЗа, (17) 
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Zy (X) = 241i (x) = 0, 

z, (0) = 2, (a) = 0, j=1, m. (18) 

Для величины 1, (х) можно указать следующую мажорантную 
оценку: 

. h2 . — 

[$; (%) | < 5 М.®, |=1 т, 0<х«а, (19) 

где | 

| — hu (x, y) M,= тах би |. 

Рассмотрим систему функций: 

0; (x) = SE —=— М4, j=0,m+1, 0<x<a. (20) 

Очевидно, 
h2 

Г (6; ()) = 9, (%) apg Ma? < — т М < —| |, 

т т 0<х<<а, 

rye | tp; (x) | оценивается неравенством (19). 
Для функций ©, (х) и 2, (х) выполняются условия теоремы сравне- 

ния, а поэтому 

|2, (Хх) |< See M,@, j=0,m+1, 0<¢x<a. 

Таким образом, имеет место следующая теорема: 
Теорема 3. Если существует единственное решение задачи Дирихле 

О4и (х, и) 
(1) — (5), обладающее непрерывной производной — ^^, То для по- 

грешности 2 (х) метода прямых вида (8) справедлива оценка 

а о, j=0O,m+1, 0<cx<a. (21) 

Метод прямых дает возможность построить алгоритм решения кра- 
евой задачи в прямоугольной области, так как каждое из уравнений 
системы (8) определено на пересечении) = [Г] Ту где 144 — про- 

—k<l<v 

екция на ось х внутреннего сечения области 62 прямой и,;141. В случае 
областей неправильной формы, например, для криволинейной тра- 
пеции граничная задача для системы обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений (8) будет неразрешима. 

Предложены специальные подходы для реализации метода прямых 
в этом случае (см., например, [1], [36]), но при этом значительно 
усложняется вычислительный алгоритм. 

Изложенная выше методика может быть применена к эллиптиче- 
CKHM уравнениям вида 

с (х) —=- a + 6 (x) se ae + d(x) 44 g(xyu=f(x, 9), 

с(х), 6(х)>0, 
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но аппроксимирующая задача в случае уравнений с переменными ко- 
эффициентами требует для своего решения, как правило, больших вы- 
числительных затрат, чем метод сеток в этом же случае. 

Аналогичные построения метода прямых и исследование его сходи- 
мости можно провести для краевых задач, связанных с уравнениями 
гиперболического и параболического типов. При этом могут быть по- 
строены так называемые продольные и поперечные системы метода 
прямых. | 

Так, в полуполосе 

9 = (О<х<а, 0<t<o) (22) 
для граничной задачи, связанной с уравнениями параболического типа 

Lu = (x, ) HE + d(x, ) ча, ди.) — 
д 

—-=- — Г (х, t), (23) 

и (х, 0) = Vo (x), 

u(0,t)=2(t), u(a, t) = (1, 
roe c (x, 1) > o> 0, g(x) 20, можно построить приближенный ал- 
горитм как на поперечной решетке 

а -- Ги = (0<х<а, =jt, j=0,m+1, t>0}, (25) 

так и на продольной решетке 

о, + Г; = [м = ih, в = 

(24) 

г, = ИТ, 0<{<Т}. (26) 

Поперечная схема метода прямых на решетке (25), имеющая по- 
грешность аппроксимации О (т), может быть представлена следующим 
образом: 

Ly (01 (%)) = ву (х) 91 (х) - а, (<) 0; (x) + Gj (%) 0; (X) — 
vj (x) — U,_, (x) . 

— т — fi (x), Uo (x) = Vo (x), (27) 

9; (0) = 1, (1), 07 (a) = Ys ()). 

Исследование разрешимости системы (27) и ее сходимости к решению 
задачи (23) проводится аналогично разобранному выше примеру, при- 
чем если решение задачи (23) будет обладать в прямоугольнике Q He- 

ди (х, 1) | 

or 

  

прерывной производной 

(27) справедлива оценка 

» TO для погрешности системы вида 

|z;(x)|<O(t), j=l, m. (28) 
Продольная схема на решетке (26), если производные и,, их» на каж- 

дой из прямых х = х, заменить соответственно по формулам (16), (22) 
табл. 4, будет иметь вид 

| U(Xp41, f) — 20 (xp, ) + 0 (Xp_1, 8) 
Ly (0% (0) = с, — 7 +   
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u(x ’ t) — Vv (x, _ 50 а 

- 4, (1) = Dh <<" — +4, (t) v (X,, t) — A =f (Xp, #), (29) 

Up (t) = 1. (0, Unti(t)= Vet), 9, (0) = Yo (%,), R= 1, n. 

Здесь с, (№ = с (хь, #. Аналогичные обозначения приняты для функ- 
ций 4, (1), 9ь (1). 

Погрешность 2, (1) = и (х, 1) — ¥ (Xp 0 продольной схемы (29) 
удовлетворяет следующей задаче Коши: 

L, (2, 4) = г» (0), 

2. (0 =0, 2.41 (9 =0, 2, (0) =0, &=1, п, (30) 

  

причем 

|7ь (1) | < */*, Е=1, м, n= py (max (, t) X 

=. t) 
x max | “eo fu (2) [+ 2max max nit. 

  

Задачу Коши (30) можно записать в векторно-матричной форме: 

0. = В 20—г(, 
5 (0) =0, 

где B (t) = (by ZF, 

(31) 

  bi = — ao, () + 8: (0), 

bit = Fr (a1) —-> 4s), 

buss = (2+4 6), 
b;; = 9 ТЕ ix#Aj, jAi—1, jAit+). 

z() = (2 ),im г = (©; (9). 
Для решения задачи (29) имеет место следующая оценка: 

iZOh< < fire 7 exp | max (6 + о (32) 
Если A удовлетворяет неравенству 

2 . о = . ‘ 

в < тат, To b;>0 (i,j=I,n, ij). (33) 
a 

Учитывая, что би (1) < 4, (1, имеем: 

max ( il) + > 1b; )- = пах У. by < max gj) <9 
Isis ’ os 

I<ign „т $1 
оо 
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t , .. 

[2 (Z) fla <} | (®) е—9ат = #2 > (е"—1) при 9520, — (34) 

12 (0 < 12Ё при 9=0. (35) 
Построение аппроксимирующей задачи метода прямых для урав- 

нений гиперболического типа 

er =e (eH 5) офи) + 1,9. (36) 
(C(x) >CG>0, O<x<a, 0<t<T), 

д U(x, 0) =%@), др (0 =), 0<х<а, 
и (0,0 =), ад =, 0<#<Т 

проводится аналогично рассмотренным выше примерам для уравнений 
эллиптического и параболического | типов. 

Например, продольный вариант указанного метода приведет K 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами: 

dy cj (0 41 (t) — 9, (4) — с; (1 О-о (2)) 
ait = a — 90; () — ff (t), 

du; (0) 
7 (0) = Vo (%)), <a = 4 (*), (37) 

90 (1) = 1 (0, Un+i (t) = Ys (2). 
Здесь Cc; = C (x;). 

Не останавливаясь на доказательстве сходимости построенной диф- 
ференциально-разностной схемы (см. [1], [39]), отметим, что решение 
задачи (37) равномерно сходится к решению задачи (36) со скоростью 
О (1). 

Для построения схем, обладающих более высоким порядком ап- 
проксимации, можно применить те же приемы, которые используются 
и в методе сеток. | 

Например, рассмотрим уравнение колебаний струны 

  

— 
— 

    

и he, ), 0<x<a, 0<I<T, 

40,0 =H), “AC = (9), 0<x<a, (38) 
u(0,t)=y,(4), ula, th=73(0, O<t<cT. 

Предполагая достаточную гладкость решения задачи (38), из раз- 
ложения в ряд Тейлора в окрестности точки (ф х;) функции и (х, #) 
и ее вторых производных имеем: 

  

u (X41, 2) —2u (x, t) -u (x1, t) = ae Xi) 4 

ht Ou (t, x; 
+ 9 ee #0 + 0 (h*), (39) 

Ou (X;4 45 В) Ou (x), # Cu (x;_ 1, 2) dtu (x1, t 

[oo 2 SEs) +33 p= he? a (и, 9 + O(h‘). (40) 
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О?и (х, #1) OU ti) ag (40) и заменяя —„—— по форму- Подставляя в (39) Эа. 

лам x 3 ) 

it 2 ’ , HOD SH) __ F(x, , (41) 

получим следующую систему дифференциальных уравнений: 

_5. d?u (x, t) + i au (хр 0 du (x;_4, 4) 

6 df? 12 dt? dt? = 

  

  

— = [u (x41, t) —2u(x,, В + иж, 9] = 

=P Fly DF ALU eet + Ft 9140) 
Система уравнений метода прямых, имеющая аппроксимацию порядка 
O (h*), приводит к решению смешанной граничной задачи для обык- 
новенных дифференциальных уравнений второго порядка: 

Uy (t) = 1. (Й, Unti (ft) = v3 (4), 

5 d2u; (t 1 [ 40,4, () | dv, @ 1 91 (1) es a он — 
6 а 12 

о) Но = Sh +or lin Oth) =a, a2) 
| dup (0) — 
Up (0) = Yok, at = 1, = |, п. 

Метод прямых, как правило, вносит меньшую аппроксимирующую 

погрешность по сравнению с методом сеток, но требует больших затрат 

вычислительного труда для доведения результата до числа. | 

2. Метод интегральных соотношений 

Основную идею метода интегральных соотношений изложим на 
примере системы дифференциальных уравнений в частных производных, 
записанной в виде (см. [12], [26]) 

0 д 
say Pi (*, у, и, оо у | Uy) у @: (х, У, Uy, oe y u,) = 

= F, (X,Y, Uy, Ug, -.-, Uy) (6 = 1, 2). (43) 
Здесь ил, Ио, ..., иь — искомые функции. 

При решении методом интегральных соотношений исходную систе- 
му можно записать в любой системе координат, однако желательно 
пользоваться такой системой координат, чтобы некоторая часть кон- 

тура области 42, в которой рассматривается решение задачи, совпадал 
с координатной линиёй. | 

Для определенности рассмотрим решение уравнения (1) в двумер- 

ной области ©, представляющей собой криволинейный четырехуголь- 
ник с границами 

х=0, х=а, у=0, у=1(х)>0, | (44) 
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и предположим, что на границах х = 0, х =а задано К условий и Ё 
условий задано на границах у = 0, у =т (х). Если граница 1 (х) за- 
ранее не известна, то требуется еще одно дополнительное условие. 

Каждое из уравнений (43) умножим на некоторую сглаживаю- 

щую функцию о; (у), Г = 1, ти проинтегрируем по переменной и от 
у = 0 до у=\т (x). 

1(*) | n(x) n(x) 

\ р: (y) SE 7 = \ р: (у) Ру. (45) 
0 0 

             

Первый интеграл в левой части (45) дифференцируем по параметру, 
а второй — интегрируем по частям, тогда 

n(x) 

ах | р; (у) Рау — 1 (х) р; (1) Р; (п) - 9; () о; (1) — 9; (0) о; (0) — 

| n(x) n(x) __ 

— | о; (у) Чау = \ p:(y) Fidy (i= 1, &). (46) 
0 0 

| 

Здесь приняты следующие обозначения: 

рё (М) = ©: (и) |1=п» ©: (0) = р; (9) =, 
О; (п) == ©; (х, у, ил (Хх, У), -.., Ш (х, 1) ут, (47) 

0: (0) = ©; (х, и, и (х, и, (+: Шь(Х, 1)) [у—о. | 

Аналогичные обозначения приняты для Р, (1). 
В дальнейшем область интегрирования разбивается на криволи- 

нейпые полосы при помощи кривых 

1 ии 
y =—n(*) 0(=0, п), (48) 

и функции Р‚, О,, Е; заменяются обобщенными интерполяционными 
полиномами по некоторой системе базисных функций ф, (у), т. е. 

Ру (х, у, Uy, eee yg Up) -> ф; (и) Р; + Rin (P), 

Qi (X, Ys Uys + Uy) = > 9; (y) Qy + Rin (Q), (49) 

(3) 
Здесь F(X, Y, Uy, ees = 3 0) Fn + Ro ( F). 

Pij — P; (x, Yj (x ), Uy (x, Yj (x)), wee y Up (x, Yj (x)), 

а Ю®(Р) — остаток интерполирования; nia Qi, Fi, RY (Q), 
22 У (Е) приняты аналогичные обозначения. 

“Для каждого $ введем в рассмотрение систему линейно-независи- 
мых сглаживающих функций 

(0:; (== = (ри (9), 2 (4), ...› и (У) ть 
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Вообще система ри’ (у) может и не зависеть от номера &, т. е. для 
всех значений { эти функции могут совпадать. Функции р; (и) выби- 
раются так, чтобы была обеспечена сходимость всех интегралов в ин- 
тегральных соотношениях (46). 

Уравнение (46) запишем для каждой из Е Ж п функций ог; и 
в полученную систему подставим вместо Р,, @;, Е; их выражения 
по формуле (49), отбрасывая остаточные члены интерполяционных 
формул: 

  

п n(x) 

т a Pi ри; (и) OY) dy — 1 (x) ри (п) Ри + 

п 1(%) 

+ 61 (1) Qin — ру (0) Qo— BY Qu V4; () ) (Y) dy = 
= 0 

n 1(%) __ __ 

=DFy | oWen@dy @-Тв 11,7) (50) 
[= 0 

К полученной системе обыкновенных уравнений (50) нужно доба- 
вить условия, заданные на границе области QQ. 

Заметим, что если в качестве ри; (и) выбрать «ступенчатую» функцию, 
т. е. пусть 

0, у< у, 

ри (У) = 1, ууу (51) 
Q, Yj <= 9, 

то система (46) запишется в виде 

n;*) n;(*) 

= в Pedy 19 Ру + Past + Qu = ) Е 65 

(=1, А, =1, п). 

В методе интегральных соотношений аппроксимируется интеграл, 
что способствует повышению точности аппроксимации. Кроме того, 
введение весовых функций оу (у) дает возможность их подобрать та- 
ким образом, чтобы допускалось непрерывное представление интегра- 
ла и в том случае, когда подынтегральная функция имеет разрыв пер- 
вого рода. 

Вопросы сходимости метода интегральных соотношений исследо- 
вались для ряда линейных задач математической физики. В частности, 
рассмотренный выше метод прямых является частным случаем метода 
интегральных соотношений. В случае нелинейной системы дифферен- 
циальных уравнений метод интегральных соотношений приводит к 
необходимости решения краевых задач или задач Коши для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Практическая сходи- 
мость метода интегральных соотношений обычно проверяется по убы- 
ванию разности решений в двух последовательных приближениях. 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Приближенные методы решения краевых задач, рассмотренные в 
предыдущей главе, используются при решении линейных уравнений 
математической физики. Большая же часть задач, с которыми прихо- 
дится встречаться на практике, связана с нелинейными уравнениями. 
Теория разностных схем для линейных уравнений имеет много общих 
приемов с методами, применяемыми для построения приближенных ре- 
шений нелинейных задач математической физики. Наиболее закон- 
ченные результаты в этом направлении относятся к нелинейным за- 
дачам, связанным с обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

$ 1. ЗАДАЧА КОШИ 

ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Пусть на некотором отрезке ху < х < ЕЁ требуется найти решение 
дифференциального уравнения п-го порядка 

у —= р (х, у, у, ..., ИУ), (1) 
которое В точке x = № принимает заданные начальные значения 

l) 
УВ (д) = (L=0, n—1). (2) 

Предполагается, что существует единственное решение и (х) задачи 
Коши для уравнения (1) на отрезке [ху, Е]. Последнее будет иметь мес- 
то, если функция / непрерывна в @® по всем аргументам и удовлетворя- 

ет условию Липшица по переменным у, и’, ..., y", 
Задачу Коши для дифференциального уравнения п-го порядка вида 

(1) можно свести к эквивалентной ему нормальной системе вида 

АУ 
—; =Р(х, У), У (%) = У», (3) 

если положить у’ (х) = и, (х), и" (х) = и. (х), + О = и (©, 
y (x) =f (x, y (x), yr (x), Yo (Xx), «+> и, ©) и ввести обозначения 

Y (x) = (y (x), Yr (x), «++ 5 Yn (%))’, 

F (x, Y)= (И (x), Up (x), ose y Yn-l (x), i (x, y (x), see y 1—1 (x)))’, (4) 

Yo = (Yor Yor Yor --- > YD’. 
Задача Коши для системы п уравнений первого порядка 

Yi = Fi (%, и (9), и, (©), -.., 1 0), 
5 

иг (х) = И, {=1, n (5) 

также может быть записана в виде (3), если ввести следующие обозна- 
чения. 

У (x) = © (x), Up (x), ...) Yn (x))", 
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Е(х, У) = (р, р, ..., м), fr =hi(%, У (М), (6) 

Уз = (11, №, ..., 4). 
Большинство приближенных методов, применяемых при решении 

задачи Коши для уравнения первого порядка 

у’ = [(х, И), 
Y (Xo) = Yo 

без всяких изменений переносится на случай систем уравнений вида 
(3). Поэтому вначале остановимся на методах решения простейшей за- 
дачи Коши вида (7) на отрезке [ж, Е]. 

(7) 

1. Разложение решения в ряд Тейлора 

Рассмотрим задачу Коши вида (7) и предположим, что ] (х, и) яв- 
ляется аналитической функцией в точке ху, уу, т. е. в некоторой ок- 
рестности этой точки разлагается в степенной ряд вида 

f (x, y) — x Сао (Хх) (у— и)”, 

где о, (1 = 0, 1) — целые неотрицательные числа, Сао, — постоян- 
ные коэффициенты. Тогда интеграл уравнения (7) с начальными ус- 
JIOBHAMH Y (Xo) = Yo является аналитическим в точке Xp. Пользуясь 
рядом Тейлора, можно написать приближенное равенство 

A th) 

y(x)~ dis a (x — Xo)* (8) 
k=0 
  

Aaa | xX — №| < р — радиуса сходимости ряда Тейлора, так как в 
этом случае погрешность формулы (8) будет стремиться к нулю при 
п > ©. 

Для определения и” (хо) дифференцируем по х соотношение (7) 

| Y" (Xo) = Fe (Xo. Yo) + fy (Xo Yo) F (Xo Yo)s 

У” (Xo) = [ых (Хо» Yo) + 2hey Xo» Yo) F (Xo Yo) + 

+ fy (Xor Yo) (F (Xo: Yo))* + fy (Xo. Yo) У" (Хо), ... (9) 

Метод разложения в ряд Тейлора требует вычисления значения’ 
Г (х, и) и производных h iyi для [< п, а поэтому применение этого 

метода можно считать целесообразным для случая решения одного и 
того же дифференциального уравнения вида (7) при различных на- 
чальных условиях с использованием программ, по которым осуще- 
ствляется формальное дифференцирование функций. 

Грубая оценка погрешности метода разложения решения в ряд 
Тейлора может быть получена, если воспользоваться остаточным чле- 
ном разложения решения вспомогательного дифференциального урав- 
нения, правая часть которого представляет собой оценку неучтенных 
в приближенном решении (8) степеней разложения в ряд Тейлора. 
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В случае системы дифференциальных уравнений вида (3), (6) pe- 
шение задачи Коши имеет вид 

М 
(R 

У (x) — У, Te (x — X,)*. (10) 

k=0 

Векторное соотношение (10) означает, что каждая компонента век- 
тора У (х) разлагается в соответствующий ряд Тейлора. 

Очевидно, 

Y’ (Xo) = F (Хо, У), 

Y’ (x) =F,+F,Y' =F, +F,F, 

    

    

          
  

rye 

(oO, =O, Of Of, _ | 
OY, Ys Wn | ox 

Of» Ofe ... _Ofs ОР: 
Е, — | OY; OY, дут , Е, — дх 

д" _Ofn ... _Ofn | Offa 
OY, ду2 OY n Ox } 

Y” (x) = Fy, + 2FxyY' + F,,Y'Y’ + FY", 

где 
1-|- 

Ешь = gel — тензор. 
Ox Oy; ... дут, 

При использовании методов степенных рядов на отрезке [х, Е] 

иногда оказывается целесообразным разбить этот отрезок точками x; 

(7 = 0, п) и искать решения по формуле (8) соответственно на отрезках 

[Xo> №1], [x4, Xo], ose y [Xn—1» 8], 

принимая за начальное значение на отрезке [х,, х;--1] значение у (х/), 
найденное при применении метода разложения в ряд Тейлора на пре- 
дыдущем отрезке [х,—, х,]. В этом случае метод рядов Тейлора будет 
принадлежать к числу одношаговых методов решения задачи Коши, 
т. е. таких, которые позволяют найти приближенное решение задачи 
в узле х;.; по информации об этом решении в одной предыдущей уз- 
ловой точке. 

Наиболее часто употребляемыми одношаговыми разностными схе- 
мами являются схемы Рунге — Кутта. 

2. Одношаговые методы типа Рунге — Кутта 

Рассмотрим задачу Коши 

у =р(х, У, У) =, (Xor у) 69. 
Точное решение задачи (7) обозначим через и (х). При достаточной 
гладкости функции ] (х, и), определенной в области ®, имеет место 
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разложение (x, = X%) + A, h > 0) 

5 
k . 

Y(t) —9 (9) = Yi Gey” (ee) + 0 (HF). (Th 
1 

Принимая во внимание соотношения (9), приходим к выводу, что 
коэффициенты при степенях Й в правой части равенства (11), исключая 
остаточный член, выражаются через значения функции [ и ее произ- 
водных В ТОЧКЕ (хо, Yo). 

Рассмотрим линейную комбинацию значений функции } в точках 

(Е» 1) (i = 1, r): 

х Pihf (Ee, Ns)» (12) 

где — 

E-=Xf+ah, a, =), (13) 

Ni = Yo + Bika + Big Re + --- + Вы -ь, (14) 

Е; (п) = ВР (Е 1), (15) 

P,, %, Bi (O<j<i <r) — постоянные коэффициенты. 
Очевидно, если каждое из выражений (15) разложить по формуле 

Тейлора в окрестности точки (ху, /о), то линейная комбинация (12) за- 
пишется в виде полинома от й, коэффициенты которого будут выражать- 
ся через значения функции /, ее производные, взятые в точке (ху, и), 
и неопределенные коэффициенты Р/, &;, Ви с прибавлением некоторого 
остаточного члена. Поэтому представим правую часть равенства (11) 
в виде линейной комбинации функций вида (15) 

И (х% + И) — у (хо) = > PR; (A) (16) 

ИЛИ 

Г 

У: — Yo = > Р.А; (В), (17) 

где через у, обозначено приближенное значение искомого решения 
в точке X1 = X) + A. 

Введем в рассмотрение функцию 

К (В) = 9(% Е А) — и = и (х1) —9(%) —2 РК; (A). (18) 

Согласно формуле Тейлора имеем: 

° ВЮК (0) stl Rist) (6h) 19 
—a (19) R(h) = Sti: 

k=0 
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Подберем коэффициенты Р‚, а, В;; таким образом, чтобы 

Ю (0) =Е' (0) = -.. = В® (0) =0 (20) 

до возможно более высокого порядка 5. 

Тогда величина 

Att RET) (6A) 
($ + 1)! 

будет называться погрешностью метода Рунге — Кутта на шаге, $ — 
порядком (степенью) точности формул Рунге — Кутта, а формулы вида 
(17) — формулами метода Рунге — Кутта решения задачи Коши. 

Предположим, что главная (относительно И) часть погрешности 
(21) формулы (17) при выбранных значениях параметров Р‚, а, Ви 
(0 < |< {< !) может быть представлена в виде 

R (h) = И, 0 (8, (22) 
где у — некоторый параметр; № [№ — вполне определенный оператор, 
зависящий от] и вычисляемый в точке (ху, у). Формула (22) будет иметь 
место, если | имеет непрерывные производные вплоть до ($ -{ 1)-го 
порядка. Так как 

R(h) = (21)   

R (A) = 9 (%) — 1, 

то формулы вида (17) для двух отличающихся только знаком значений 
параметра \% (у == 0) составят формулы, которые будут давать верхние 
и нижние приближения к искомому решению у (х1) (если WV [7], ~ 0). 
Таким образом, если главный член погрешности формул метода Рун- 
ге — Кутта представить в виде (22), то формулы вида (17), отвечаю- 
щие значениям - 7, составят формулы так называемого двусторон- 
него метода Рунге — Кутта. 

Примеры построения формул метода Рунге — Кутта. 
а) Пусть г = 1. Тогда, согласно (13) — (15), (17), 19), (20), имеем: 

Y, = Yo — Py, (A), 

Ry = hf (Xo. Yo); 

R (h) = y (x) — 9 (X%) — Prhf (Xo, Yo)s 

R’ (0) = (y’ (Xo + A) — РР, Yo)) |p—o = (CL — Py) F%o» Yo), 

К” (0) = у” (%), 

причем РЮ (0) = 0, А’ (0) = 0 при любых значениях ] (х, и), если Р: = 1. Формула 
вида 

Y1 = Yo — hf (Xo, Yo) (23) 

будет иметь первый порядок точности, так как 

2 

R (A) =   у” (хо -- 01), |0]|< 1. (24) 

Метод решения задачи Коши (7) по формулам вида (23) соответствует прибли“ 
женным формулам метода Эйлера. 
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6) Пусть r= 2 

1 = Уо — Ра, (В) — Pokey (A), (25) 

а (В) = ИР (хо, 0) = В, Ra (A) = hf (Xo + Goh, Yo + Barks) = Af (x, y*), xe = 

=X tah, y* = Yo + Borhf (Xo, Yo) 

R (h) = y (1) — и (0) — Parka (h) — Paks (h); 

R (0) = 0; (26) 

R’ (0) = {y" (X% + A) — Pafo — Pof (x*, y*) — Poh [Oofx (x*, y*) ++ 
+ Barfy (x*, 9") (%o) Jamo = (CL — Pi — Po) fos (27) 

К” (0) = {y" (Xp + A) — 2Po [oof x (x*, Y*) + Barfy (x*, ¥*) y’ (X0)] — 

— Pah [sfx (x*, y*) - Зав, (х*, 5*) 9" (о) + Barfyy 9")? (40) Dao = 
= [(1 — 2P 9%) fx + (1 — 2Р.Вь1) [ру ]о; (28) 

R” (0) = {fax 1) + fey (1) F(a) + fy (1) PO) + fy Oa) 9” 1) — 

— BP 2 [afer (x, Y*) + 2ctsBorfey Xs ¥*) ¥’ (Xo) + Borfuy У") (Y! (x0)? + 
+ 0 (A) nao = 10 — 3P .05) fax + (2 — 6Po%2Bo1) feyf + (lL — 3P B51) fyyf? + 

+ fy (fe + fyfo- (29) 

Из равенств (26) — (28) следует, что при любой допустимой функции р (х, и), К (0) = 
= 0, К’ (0) = 0, К” (0) = 0 при условии Р. == 0 

1 — р: — р =0, (30) 

1 — 2p,%, = 0, | (31) 

1 — 2p.Bo) = 0. (32) 

Для определения параметров рт, ро, от, Во из системы (30) — (32) следует поло- 
ЖИТЬ © = Вэ1. Тогда система уравнений 

1 — ри — р» = 0, 

] — 2р20 = 0 

будет определять однопараметрическое семейство формул Рунге — Кутта второго по- 
рядка точности. Задавая произвольно один из параметров, например р:, можно по- 
строить различные формулы метода Рунге — Кутта вида (25). Пусть р! = 0, тогда 

Po = 1, a = Вы = 5 и формула метода Рунге — Кутта второго порядка точности 

запишется в виде 

t= vo (+ =, Yo + 5): 

ks = AE (tos Yas В = a] Ue + Bau + Heal?) + fu Ux + fad | +009. 
0 

Примеры формул Рунге — Кутта второго порядка точности на шаге приведены 
в табл. 5. 

Погрешность шага односторонних формул Рунге — Кутта второго порядка точ- 
ности в соответствии с (29) будет иметь вид 

R (h) = @- 392) fae -+ @— браавы) ый + @ — 32831) foul? + 
+ fy Е Ы№- 09. (33) 
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Легко видеть, что если параметры ро, 05, Ве: удовлетворяют условиям 

па -^: пы... 1 
Ваз — а = -5-; a=) Р1 — | (34) 

то на классе функции /[, для которых | 

ши + Пу =0, (35) 

выражение, стоящее в квадратных скобках соотношения (33), обратится в нуль и 
Ю (1) =О (14). Таким образом, формула Рунге — Кутта вида 

1 2 
Y= Yo +a Hf (Xs Yo) + hij (= + h, Yo + xt) (36) 

на классе функций }, удовлетворяющих условию (35), будет иметь порядок точности 
= 3. К классу функций }, удовлетворяющих условию (35), принадлежат все функ- 

ции }, не зависящие от у. Это означает, что формулу (36) можно использовать для вы- 
числения квадратур. Ее можно использовать также, если значения величин {,/” 
малы, так как погрешность формулы (36) определяется соотношением 

К (В = г (Fyy")o +O (h4).. (37) 

Двусторонние формулы типа Рунге — Кутта при г = 2 можно построить, если 
предположить, что К” (0) = 0, где Ю” (0) определяется по формуле (28). 

Считая, что аз = Ве; и вводя параметр у 

1 1 
v= > (1 — 2рга») = > — P2%o, (38) 

получим, что погрешность шага К (|) формул Рунге — Кутта вида (25) при условии 

1— p,—p,=0 (39) 
будет иметь вид 

| R (h) = yh? [fx + fyflo + O (A%), 

т. е. главная (относительно Й) часть погрешности содержит параметр у. 
Относительно неизвестных ру, ра, @›, у получается система двух уравнений (38), 

(39). Выразим оз и рз через значения параметров р! и \: 

р» = 1 — рь (40) 
_ 1—2 

Ay = Tip) (ipo 1— p, 4 0), (41) 

1—2y 
Ba = 2(— р) ° (42) 

Таким образом, соотношения (40) — (42), (25) определяют двупараметрическое се- 
мейство двусторонних формул типа Рунге — Кутта первого порядка точности. 

Если потребовать, чтобы 

0<a,<1, 

то на выбор параметра y будут наложены следующие ограничения: 

| | 
р, — 5 << > при 1 — р: > 0, (43) 

1 | 0 
> SYSA— > при 1—2 < 0. (44) 
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Примеры двусторонних формул типа Рунге — Кутта первого порядка точности 
приведены в табл. 6. 

Очевидно, на классе функций }, удовлетворяющих условию (35) при г = 2, мож- 
но построить двусторонние формулы Рунге — Кутта второго порядка точности, если 
выбрать ©. = Во1, и параметр у ввести следующим образом: 

Из (26) — (29) следует, что при любой допустимой функции } (х, y) 

na 
R=0, R’ (0) =0, А” (0) =би А (1) = = [fax + 2feylo + fyyfolo +O (A4) (45) 

при условии, что 

| — р, — р = 0; (46) 
1 — 2p,%, = 0; (47) 

_ ба = Ва; (48) 
| 2 

v= — 229. (49) 

Разрешим (47). (49) соответственно относительно Pacts и 5 рь, а затем разделим первое 

равенство на второе: 
2 

Из (47) находим: 
| 3 

a-Fi—sy ( — 3y #0), 

а из (46) 119 

и 
1 =ча— зу) 

Если потребовать, чтобы 0 < а. < 1, то 

{| 1 

6 << 3 

Например, при у = + а получим следующие формулы двустороннего метода 

типа Рунге — Кутта второго порядка точности на классе функций {, удовлетворяю- 
щих условию (35), 

Ию (6+3 изм); Ф®- 
h3 2 4 

= |2 [хх + 2fxyfo ++ fuyfolo + 0 (h4); 

2) = yy +e fy tei +h, Yo + hfo); 

  К (в) = — Efex + 2Feulo + fuuldlo + 0 (#4). 
В качестве приближенного решения задачи (7) в точке х1 = ж -- Й можно при- 

нять полусумму верхних и нижних приближений, полученных по двусторонним фор- 
мулам типа Рунге — Кутта, 

| 2 ИРУ? 
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Двусторонние формулы Рунге-Кутта вида y = Jy + У Piki; Rk; = hf (%) + ah, 

i=l 

  

  

      
  

  
  

  

  

        
  

y' = f (x, 5) 

r ae у с P; Oj Ви Bro By3 ж = х + ah 

2/1 1/2 |1 0 0 Xp 
2) 1 0 0 хо 

9/ 1 | ЖЕ 

2 1/4 | 1] 0 0 Xo 
h 

2| 1 1/4 | 1/4 жд 

—1/4} 1 | 0 0 Xp 
3 

2| 1 3/4 | 3/4 xo + yh 

3 1/6 |1 0 0 Xo 

h 
2| 1 1/3 | 1/3 kota 

—1/6} 1 | 0 0 Xo 
2 

2/ 1 2/3 | 2/3 ty + zh 

3 | 4 1 |i] 16] 0 Xp 
2| 16| 1 1 XA 

h 3 | 2/3 | 1/72 | 7/4 | —5/4 ж + 5 

— 1] | 1/6 0 № 
2 1/6 1 1 Xy th 

h 3 | 2/3 | 1/2 |—5/4] 7/4 ж + 5. 

5 1/24 l 1/4 0 Xo 

21! 0 | 1/4 | —1/4 хо - 1/4 hb 

3 | 34| 23| 0 |253 Xp + 2/3 A 

—1/94| 1 | 1/4 | 0 | Xq 
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Таблица 6 

У. -- Ви Е -|...-Р В, 1-1 А;-—1), [=1,2 решения задачи Коши для уравнения 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              

+... В;.;— I kj 4 x y)) но о) Погрешность на шаге ос С. ri i ls y= д S 

_ «I Fes 

k (1) — п? 1 т | Иа | +0 9) 

Yo ky y =Yy +k, >? [fx + ffylo + 

Yo + hy ky + O (A) 

Yo Rk, р pe 1 

yy tat ke Yi = Yo + Re 7 Ufx + ffylo + 9 (4°) 

y k h | 
°3 * y) = yo + he — fet ffylo + 

Yo +a Ry Rg + 0 (h3) 

Yo Ry ay he 1 

en ‚ | Waste | tet fy +09 

y Rk h | 
2 yO = yythk, | —6 ШИ 

Yo + 3 ky ky 4. O (#3) 

Yo ky 1) 1 2 
Yo tM 5 Re у = Yo +5 x h8 (fx fy + Fhylo + 

4 
Yotahi—ghe | * | Хы 4%) о 

Yo ky 9 ] о 2 

Hot Ry . Re yy = y+ eX — AW iffy + ffl, + 

Yo — 41 + ye Rs Хх (и + Re + 43) + 0 (nh) 

Yo Ry 2 
1 (1) 1 h? 2 

Yo + hi Rg и = Х 54 (жи + Ну + 

o' 3 

Yo ky 2 
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r i у 0 Pt ay Ba Bro В Жр = Хо -- 04 В 

5 
2 0 5/12 | 5/12 i ae RL 

2 
3 3/4 | 2/3 0 2/3 Xo + 3h 

6 1/2 | 1 | —3/2] 0 Xp 
h 

2 3 1/3 1/3 Kya 

3 }—1/2} 1 2 | —1 Xo th 

—1/2} 1 | 3/2 0 Xo 
| h 

2 | —2/3| 1/3 0 ж + 3. 

3| 1 | 1/2 | 1/2 ЖА 

7 112 |1| о 0 Xo 
h 

h 
3/ 1 | 12] 0 | Ip ж + > 

—1/2| 1 | 25 | 0 хо 
h 

210 1/3 | 1/3 ж 3 

5 3 | 35 | 56| 0 | 56 Xo teh 

4 | 8 1/12] 1} 1/6 | 0 Хо 
2 

2 0 2/3 | 2/3 Xy + ah 

3] 1/6 | 1 1/4 | 3/4 xy +A 

] 
4 | 2/3 | 1/2 | 1/4 | 3/8 |—1/8 — +5 

—1/12 1 | 29| 0 х, 
| 2 

2 | 9/10) 2/3 | 2/3 ж + 5 

3 |—1/6] 1 13/4 | —9/4. XA 

4 | 2/45] 3/2 | 27/18} O | 15/8 Xo tah 
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Продолжение табл. 6 
  

  

  

  

  

  

  

    

01 = Yo + Bi № + S| Bux dopmya nas ws | 7 
spect Bij — 1 RI х и ) 4 и ) Погрешность на шаге | 59 

и 598 
5” || РЯ 

и k в 75 2 
от 121 ? i =H +7% x — а [№ + Ио + 

2 
Yo + 3 №2 ks X (Ry + 3s) + O (h?) 

Yo Ry го из 2 

k Y= y—>yX | 7 Ifex + ff yo + a hg | о — 5 4 Vex ху + 

tht | в | Oh Obed | thal +O 

Yo ky (2) 3 2 
yy =H — A 

; Yo Re > 2 — 1 (1х 2 + 

Yo +> (Ry + Fe) Rs — 32 | № + РЬо - О (#*) 

Yo , ky ' 2 

1 
Yo + 37 Ry У = А; — 54 Efex + 2fyx + 

vot hy + Арль + 0 (08) 

Yo ky 2 

Yo + 37 Re У = Хх 4 [hex + 2f fey + 

ee | Рыь о» 

Yo Ry 3 
2 

Yo + 31 Re 

3 (1) Ах AY ag pe. 4p уд Нл | ke | Yi = тб sa (fehy + Fhy)o + 
| 3 x (Ay + fs + 4R,) 5 + Зы — by 1 3 4 -+-0 (h°) 

1 
— aks 

Yo Ry 3 

2 
Yo + Е ko y\) = Y,+ 7 Х hd 7 2 + i?) 

13 9 x (10k, + 2b — “12 \Vlaly y)o + 3B, 9 (10%, + 2k) ++ , 
Yo + 1 qe Rs | -О (25) 

+35 27%, — 5) | 
Yo +E (27k, + 15k) | №             
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Так как главные (относительно й) части погрешности шага двусторонних формул 
типа Рунге — Кутта равны по абсолютной величине и противоположны по знаку, 
TO 

(1) (2) yy +9} 
ly (x) —%) = Y (x4) — —5-—— = О (13) 

или порядок погрешности на шаге приближенного решения (50) возрастает на еди- 

ницу по сравнению с порядком погрешности для приближенных значений у и yl), 

в) Аналогично можно построить семейство формул типа Рунге — Кутта приг == 3 

1 = ра Е рэ№з Е РзЁз; 

ky = Af (Xo, Yo), Re = hf (Xo +e, о | Ва), (51) 

hy = hf (X% + 93, Yo + Bsik1 + Boke). 

В случае односторонних формул Рунге — Кутта восемь параметров ру, сц, В 

(0 << {< 3 определяются из системы ($ = 3) 

К (0) =0, К’ (0) =0, К”(0) =0, К” (0) =0, (52) 
3 

где R (h) = y (XH +A) — у (%) — » р; причем для достижения возможно более 
| k=l 

высокого порядка (5 = 3) следует положить 

Os = for, % = Bai + Boa, (53) 

1 
Pit Pot Рз =1, рэ, - рзоз = oO. 

\ ; (54) 

6205 -|- pss = 3) рзВзаба = 6 ° 

Система шести уравнений (53), (54) содержит восемь неизвестных. Из бесчислен- 
ного множества решений этой системы выделяют формулу 5 из табл. 5. 

Погрешность формулы 5 из табл. 5 на шаге будет иметь вид 
4 

R(t) = 4 У в. 

Если { (х, и) не зависит от у, то формула 5 из табл. 5 превращается в квадратурную 
формулу Симпсона 4-го порядка точности 

ити 5 9+1 (5+5) +/+] (55) 
R (h) = O (h®). 

Для построения двусторонних формул типа Рунге — Кутта в случае г = 3 
заметим, что при выполнении условий (53) 

2 

  

h 
R (A) = A(1 — Pi — P2— Ds) fo + (1 — 2p.%_ — 2p3%s) [fx + ffylo + 

2 

3 

+ — (1 — Зр2а5 — 36303) [fex + 2ffey + Ffyylo + 

+ 2 (1 — 6pytaB ss) ры + И +0 9. (56) 
Поэтому, если положить 

1 — р: — р› — рз == 0, (57) 

1 
a Pa%e — Pats = 0; 1—3p,05 — Зрзаз = 0, 
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TO 

R (h) = hy [fefy + Ffjlo + O (4), 
rye 

l 
y= 6 — рзВз2 02. (58) 

Из (53), (57), (58) можно определить р, аи, В‚, (0 <| << 3) при @» =2 0, 
A, 0, из — © = 0, За. — 2-2 0: 

30:3 — 2 . р __ 2 — За . 

>)’ "2 баз (3 — Qe) ’ 
р» = (59) 

__ 2 — 3A 343 — 2 . 

без (63 — Gy) — 64 (аз — Ae)” 

Boo = a3 (Gy — 1) (4; — &) ; ы = 39 | 1 — Ona | 

  р1 = 

A, (3H, — 2) Qe (За — 2) 

Таким образом соотношения (59) определяют трехпараметрическое семейство 
двусторонних формул типа Рунге — Кутта второго порядка точности (примеры таких 
формул приведены в табл. 6). Очевидно, если положить в (56) 

] 1 
1 — py — р. — Рз =0, = — р.» — рз@з = 0, 6 — P3%oBa2 = 0, (60) 

TO 

R(t) = AP Chex + fey + Paulo + 0 (H4), (61) 
где _ 

У= 5 — 9:08 — ри. (62) 
Из системы (53), (60), (62) при условии 6у -- За, — 2-2 0, а = 0, 'Вз2 = 0, у = 

52 0 определятся параметры: 
_ ; _ 1 1 Os 

Ps = бВзго» ° pa Oy (5 —  бРарбь 

рт (3 — быт) — рт: (63) 

Xe 2 BB 32%e OB32% ” 

32 = a (ts 3) > B33 = Gf 1+ — = . 

си, (67 -- За, — 2) 
Соотношения (63) определяют еще одно трехпараметрическое семейство двусторонних 
формул типа Рунге — Кутта второго порядка точности (примеры таких формул при- 
ведены в табл. 6). 

Аналогично можно построить формулы типа Рунге — Кутта при г = 4. 
Примеры односторонних формул Рунге — Кутта четвертого порядка точности 

на шаге приведены в табл. 5, а двусторонних формул третьего порядка точности в 
табл. 6. 

При г = 5 увеличения порядка точности формул Рунге — Кутта не достигается, 
а при г > 6 получаются формулы, имеющие пятый порядок точности, но они требу- 
ют на каждом шаге не менее 5-кратного вычисления правой части уравнения (см. 
табл. 5), а поэтому неудобны для практических вычислений. 

    

Формулы типа Рунге — Кутта принадлежат к числу одношаговых 
методов приближенного решения задачи Коши. Счет по любой из фор- 
мул Рунге — Кутта начинается с вычисления иу1, которое принимается 
за приближенное значение решения и (х, -- №) в точке ху -- Я. Затем 
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точку х! = X) + №, берут за начальную, а значение у; за начальное 
значение в этой точке и находят значение у» в точке х. = х, -- A, UT. OL. 

В случае использования двусторонних формул типа Рунге — Кут- 
та иногда поступают следующим образом. На каждом ]-м шаге вы- 

числяют два значения: у’ и у”. Пусть для определенности у < у. 
Исходя из у°, производят Вычисления по обеим формулам двусторон- 
него метода и находят у? и у”. Наименьшее значение из и“? 
и И’? принимают за и, на (/ -- 1)-м шаге. Аналогично, исходя из 
у”, вычисляют у7 Ps Ut {> w HanOomblulee из получившихся значе- 

! 2 
НИЙ принимают за УЗ; если yr > У, то считается, что двусто- 
ронний метод Рунге — Кутта неприменим. 

В качестве приближенного значения у (х;+1) принимают величину 

(а 0 
Yj = te Mt , (64) 

Оценка абсолютной и относительной погрешности приближенного pe- 
шения (64) на шаге оценивается соответственно по формулам: 

y| yf — yl) | 

2 fy) $y] 

|9) (65) 

Очевидно, использование двустороннего метода Рунге — Кутта 
приводит к увеличению объема вычислений, но в большинстве случаев 
позволяет судить о границах изменения решения задачи Коши, если 
вычислительная погрешность не оказывает существенного влияния на 
достоверность получаемых границ. 

Для практической оценки погрешности на шаге в случае исполь- 
зования односторонних формул Рунге — Кутта порядка $ применяет- 

ся принцип Рунге: приближенные значения и, у? в точке х, = 
—= х, - 2Й находят по односторонней формуле с шагом Zh И применяя 
дважды ту же формулу — с шагом Й. Тогда 

ие) о КТ ©) 
(s+ 1)! 
  

26611 (0) 
ух) — Y= (s Ta 

  

Откуда 

  
Q ys _ ans) pst) (0) 

Yo —ho = Ga [2—1]. (66) 

Абсолютная погрешность на шаге оценивается величиной 

ge y' 

Fo 

(2) (1) — Ys 

2 — |] 
шаг и вновь провести вычисления. 

Если значение окажется большим, то нужно уменьшить 
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В случае задачи Коши (5) для системы обыкновенных дифференци- 
альных уравнений построение формул типа Рунге — Кутта осу- 
ществляется следующим образом: для каждого [ вводят парамэтры 

би; Виз ры  (0<]<1<т, 1=Ь п) 
и строят приближенные равенства вида | 

у: (Хх Е В) — и (х) = x PimRimy | _ (67 

где 7 

ми = ПР, (х, У, --., Ир); 

Rim = hf, (x -- Ст» Ji + BimR1,1 + Bi wmeR1,2 ++ ... -- Bi mm—1Ri.m—1 » Yo + 

+ Bo miRe,1 -+ Bo,m2ko,2 + aon + Bo, mm—1Re,m—1; oe eg Yn + Витали + 

+ Brim2kn,2 + on + Br,mm—1Rnm—1) (68) 

d=1,n, m=2, nr). 

Число свободных параметров при построении формул метода Рун- 
ге — Кутта в случае системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений значительно увеличивается, а значит, и возрастают возможности 
получения формул Рунге — Кутта одного и того же порядка точности 
на шаге. Если выбрать о„, В, ры одинаковыми для всех [ (7 = 

= 1, п), то в этом случае односторонние и двусторонние формулы типа 
Рунге — Кутта, построенные для одного уравнения, легко переносят- 
ся на случай системы уравнений. 

Сделаем некоторые замечания, касающиеся устойчивости счета по 
формулам типа Рунге — Кутта на примере простейшей модельной за- 
дачи Коши 

y= py, 9 (0) =%- (69) 

Если использовать расчетные формулы метода Рунге — Кутта вида 
(17), (13) — (15) и последовательно вычислить значения 11, у, ..., Yps 
то получим: 

Y= Yo X Pikis НАУ №, = и + ВыйА, = Р, у» №= 

= Yo + Bahk, + Bahk, = Ps (A) Yo, 

К, — P, (A) Yo» 

Y= Yt > р:Р; (В) у, = ©, (й) у. (70) 

Откуда 

Y, = Q, (A) Yr—-1 = (Q, (A))* Yo. (71) 
Следовательно, для того чтобы счет по формулам типа Рунге — Кутта 
был устойчивым, шаг интегрирования должен быть выбран так, 
чтобы , 

|9, (8) |< 1. | | (72) 
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Например, в случае применения формул Рунге — Кутта четвертого порядка 
точности вида (8) табл. 5 имеем: 

—_ : ий? u3h3 | wins 

(пене о + Вы) №   

    

Из 44 
19 [=] 1+ wh BM wey ee ee |<! 

при в < 0, если 
ый | < С, где С == 2,8. (73) 

В случае интегрирования задачи Коши для линейной системы с пос- 
тоянными коэффициентами 

У’ = ДУ, У (0) =У,, = (а) a (74) 

расчетные формулы для вычисления У! приводят к соотношению 
Г 

У = У, + > р. ; = ©, (АВ) У.. (75) 
‘= 

Если предположить, что матрица А является матрицей простой 
структуры, то ее собственные векторы фу, ..., ф„ образуют базис, по 
которому можно разложить векторы У, и У, 

п 

(1) 
У, = -> Ci Qj, Yo= > ey. (76) 

j=! 

Подставив (76) в (75), получим: 
п A 

У, = Х ciQ, (Ah) = Х 60, (р), 
j=] i= 

где и; — собственные значения матрицы А. 
Из соотношения 

> CG) = Di CQ, (wih) oy 
получаем: 

с = 0, (1) с 
и так как 

= x (Q, (u;h))* cH @;, 
TO 

ch = (Q, (ujh))* ch. (77) 
Из (77) видно, что малые возмущения коэффициентов с при 

| Q, (u;2) | > 1 могут привести к болышим возмущениям решения У’. 

Формулы преобразования коэффициентов ст совпадают с форму- 
лами численного интегрирования методами Рунге — Кутта уравнения 
У’ = иру, поэтому для получения приемлемой точности при интегри- 
ровании системы необходимо выполнение условия вида (73) 

max | p; |< const, (78) 
j 

где fj; — собственные значения матрицы А. 
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В случае нелинейной системы 

‘= Р(х, У) (79) 
представим ее в окрестности искомого решения У* в виде 

‘=: f(x, Y*) + f,(«. У*) (У—У*.. (80) 

Из представления (80) приходим к выводу, что в окрестности каждой 
точки х с высокой точностью ‘должна интегрироваться линейная 
система вида 

‘= f, (x, Y* (x) в, (81) 
а значит, на выбор шага приходится накладывать условия вида (78), 
где и; — собственные значения матрицы р, (х, У* (х)). 

Ограничения вида (78) на шаг уравнения являются весьма обре- 
менительными даже для вычислений на ЭВМ. Однако многие задачи 
проблемы регулирования, управления, кинетики, электроники приво- 
дят к решению таких систем, у которых матрица Г, (х, У* (х)) имеет 
большой разброс собственных значений, причем большие по модулю 
собственные значения имеют большую отрицательную вещественную 
часть. Такие системы дифференциальных уравнений получили даже 
специальное название «жестких» систем. Решение «жестких» систем 
методами типа Рунге — Кутта становится практически невозможным 
из-за жестких требований устойчивости. 

Применительно к «жестким» системам в последнее время предло- 
жены различные модификации одношаговых и многошаговых методов 
(см., например, [85] [89]). Таким образом, несмотря на достаточную 
универсальность методов типа Рунге — Кутта для решения задач 
Коши нельзя сбрасывать со счета его недостатки, которые в основном 
связаны с вопросами устойчивости счета по формулам и значительным 
машинным временем, затрачиваемым на его реализацию особенно в 
тех случаях, когда правая часть уравнения (7) довольно сложная 
функция. 

Оценка погрешности одношаговых методов. Пусть у, — прибли- 
женное значение решения задачи Коши (7) в точке х,, полученное в 
результате применения какого-либо одношагового метода 5-го порядка, 

у, = Ф (Хх, ЖЬ-ь У, У бы f), ВЕ ХХ. (82) 

Оценим величину в, = и (х,) — и, + A,, Trae А, — погрешность 
округления при вычислении иу,. Одношаговые методы решения задачи 
Коши применяются рекуррентно, т. е. и, (Е >» 1) находятся в резуль- 
тате применения одношагового метода (82) к решению задачи Коши 
для уравнения 

v' (x) = f(x, u(x), (83) 
U (Xp—1) = Yr—1- (84) 

Поэтому величину Ю, = и (х,) — у, можно представить в виде 

Ry = Y (Xp) — 0 (Xp) + 0 (Xp) — ук = у (х,) — V (Xp) + O (ВР. (85) 

Выразим КЮ, через КЮ, = у (хь—1) — у. Так как функции 
y (x) и 9(х) удовлетворяют уравнению у’ = ](х, и), то функция 
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и (х) = и (х) — ч(х) будет удовлетворять уравнению 

7 BS a” w (2), (86) 

где 9 (х) = v (x) + 8 (x) YY (%) — v(x), O< 8 (x) <1. 
Для того чтобы в этом убедиться, достаточно почленно вычесть 

из уравнения y’ = f (x, и) уравнение (83) и применить формулу Лаг- 
ранжа о конечном приращении. Проинтегрировав уравнение (86) при 
начальном условии 

w’ (x) = 

W (Xp—-1) = Юр, 

находим. 
x 

.) OF x04) 4 
oy 

w(x) = Ree? (87) 
ИЛИ 

k ~~ 

| 9%. (%)) |, 
ду 

ш (х,) = у (%,) — 9 (хь) = КЕ e . (88) 

Подставляя (88) в (85), получим разностное уравнение для КЮ, 

Е 2 
| [y* vax 

R, = Ree + 0 (he). (89) 
Обозначим через Г, константу Липшица и пусть при ЖЕ [х Ё} 

lf, |< L для всехуи | №| < #. 
Из (89) получим: 

LRh 

Rel <[Reale™ +0 (KM) < omer) 5, т. 0 
Если учесть асимптотическое  авенство 

Е—1 Xp 

hd eit —\ eltdx + 0(h), (91) 
j=0 Xo 

TO 

| Xp 

вов | etd +0(H) , (92) 

Аналогично можно построить мажорантную оценку погрешности 
одношаговых методов решения задачи Коши для системы вида (3). 
Если обозначить через А, = У (х,) —Т,, а через Ё константу Лип- 
шица для системы (3), то 

[Reh <0 (Ae) > exp Lhjn (92') 

ИЛИ 

[8 < 0(”) Е. xnLdx + O | . 
Ехо 
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Для оценки полной погрешности одношаговых методов решения 
задачи Коши рассмотрим 

8, = И (х,) — в, + Ap = Ry, + Ay, 

где A, — погрешность округления на шаге с номером R. 
Исходя из (89), (90), имеем: 

Е—1 

|2, | < |5, | ее -- У (0 (AT) + Aye <fe, {em + 

j=0 
Lkh 

+ (OH) +d) (98) 
ИЛИ 

le,l< ey —¥0) [le,] + 0 (AST!) + RAI, (94) 

где A = max | A, |. 
1 

Если учесть равенство (91), то можно получить для &, следующую 
оценку: 

ak 

allele +(00+-4){{ eax 000} (95) 

Очевидно, тах | в, | -> 0 при й — 0, если одновременно > — 0, 

[ & | > 0. 
Иными словами, приближенное решение задачи Коши (7), построен- 

ное по какому-либо одношаговому методу, будет близко к точному 
решению при малой вычислительной погрешности и достаточно мелком 

A 
шаге интегрирования. Следует отметить, что величина = при малом h 

iy A | (® «< + может оказать значительное влияние на погрешность ре- 

зультата. 

3. Многошаговые методы решения задачи Коши 

Рассмотренные в предыдущем пункте одношаговые методы являют- 
ся частным случаем более общих т-шаговых методов, которые для вы- 
числения приближенного значения в точке х, используют информа- 
цию о значениях у; в т точках, лежащих в окрестности точки х.. 

МЕТОД НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

Метод неопределенных коэффициентов является одним из способов 
построения 71-шаговых методов решения задачи Коши. 

Производную у’ (х,) и значение } (х,, у (х)) приближают соответ- 
ственно выражениям вида 

т 
7 ; — kh С 

У м at. d > b,f (x; — Rh, y (x; — Rh) 
k=0 

с неопределенными параметрами а, и OD, (Е = 0, т). 
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Значения точного решения дифференциальной задачи (7) в точке х; 
будут удовлетворять соотношению 

т 

у + y (Xj) — > D yf (Xj—ry Y (Xj—z)) = R; (A). (96) 
k=0 

Соотношению (96) ставят в соответствие конечно-разностную схему вида 

yy SE yin = Dy bebe e) 
Величина 

р -У № Уи м, ум) 68 
k=0 k=0 

называется погрешностью аппроксимации дифференциального урав- 
нения (7) разностной схемой (97). 

Выбор параметров а, и 6, подчиняют следующим условиям: 
т 

lim») 
h+0 p—0 

te EO Ly’ (x), Hy << (99) 

lim 2 bel (xj; — Rh, y (xj; — Rh) = | (хь у(х)), №<х< 5; (100) 

max |R,(h)|~0 npu h-0. (101) 
ХХ, <b 

Если при выполнении условий (99) — (101) К, (1) = O (17), то гово- 
рят, что схема (97) имеет р-й порядок аппроксимации. 

Коэффициенты а,, 6, (Е = 0, т) подбирают так, чтобы выполня- 

лись условия (99) — (101) и КЮ, (1) =О (!№’). Для этого значения 
y (x; — kh) u f (x; — RA, y (x, — RA)), входящие в выражение по- 
грешности аппроксимации (98), представим по формуле Тейлора 

  

  

м (1) (x;) 
у— kh) = Ya (102) 

l=0 

HT kilt (xs 
у (x; — Rh) — il jy (103) 

l=0 

где г’, р; — остаточные члены рядов Тейлора (102) u (103) 

ср (RA)PT ср (Ah)? 

о И, oo 
192+ (х) | < сри <, XH<x<l. 

Подставляя (102), (103) в (98), получим: 
т 

Ry) SS y0ay +S haya +S 
k=0 
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sd " = ( k)P Qp ( kyP p—! y” 4+ —£ | пи" (ху... + : ———__% aa | h x;) + 

+ - bib: (105) 

Обозначим =“ 
m 

у Qe = Pos у | т в — у 4) 1)! я — Фр [> l, (106) 

0 

тогда, если 
Фо = Ф1 = Фо = “+ =, =), (107) 

TO 

кон У, (ja,|- P+ oy). = 08 
Соотношения (107)  бразуют алгебраическую систему линейных 

однородных уравнений с: (2т -- 2) неизвестными а», В, (Е = 0, т). 
Эта система будет иметь ненулевое решение при 2т + 2 > р +1, 
а для | К(й) | будет иметь место оценка (108). 

R; (h) = O (h*). 

Проверим выполнение условий (99), (100). 
Выражения (99), (100), пользуясь разложением в ряд Тейлора, 

можно записать в виде 

lim ‚(У = y (x) — » ka,y" (xj) + O и) = y' (xi), (103) 
k=0 

iim (3) buf (Xp vin) +005) = F(x, y(X)), % <x <b. (110) 
h+0 

Соотношения (109), (110) будут выполняться, если 

Уа,=0, — Ува =1 УЬ=1 (111) 
k=0 k=0 k=0 

или при Ф, =0, g, = 2 (— ka, — b,) = 0, 

> 6,=1. (112) 
k=0 

Таким образом, если коэффициенты а», 6, (Е = 0, т) определяются 
из однородной системы линейных алгебраических уравнений (107) при 
0 < р< 2т и удовлетворяют условию нормировки (112), то разност- 
ная схема (97) будет иметь р-й порядок аппроксимации. 
__ Если строить разностные формулы вида (97) с заранее фиксирован- 
ными значениями некоторых параметров, например, 6, = 0, т. е. ре- 
шать систему вида % = 0, Фу = 0, ф, = 0, ..., фж = 0, то порядок 
аппроксимации будет понижаться. 
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Примеры 1/1-шаговых формул решения задачи Коши: 
а) При т = 1 для определения ар, 6» (к = 0, 1) получим систему 

а а: = 0 (Фо = 0), 

а 5-Е =0 ($ =0), (113) 

а 
+ =0 (ф. = 0). 

Общее решение системы (113) имеет вид 

х 
а =Х, а = —х, 99 = = = 

Из условия нормировки (112) находим, что х = 1. 
Разностная схема (97) запишется следующим образом: 

h 
Yj = Yj > Fi 1 A) 

и будет иметь второй порядок аппроксимации. __ 

6) IIpu m = 2 система для определения коэффициентов ак, Вр (К = 0, 2) имеет вид 

а а: а. =0 (Po = 9), | 

a, + 2a,-+ b+ 6,+ 5, =0 (7, = 9), 

  

a 

> +2 Е 2, =0 (ф=0, (114) 

а 4 b 
— oz a be = 0 (G3 = 0), 

ay 2 by 4, _ — 

og top et Gta =0 (4-0. 
Запишем общее решение системы (114) 

4 
а = Х, ал = 0, а = —х, by = by =, b= — %. 

Из (112) находим х = 5. 

Расчетная схема четвертого порядка аппроксимации будет иметь вид 

h 
Yj = Yo + 3" (4 + А). (115) 

в) Рассмотрим систему вида (114) при т = 2 и фиксированном значении коэффи- 
циента бу == 0, т. е. систему 

и =0, Фф=0, ф=0, ф=0, ф=0. | (116) 

Запишем решения системы (116), удовлетворяющие условию нормировки (112): 

1 2 5 2 1 

$ из; Bem ei WHF ARVs B= 
Следовательно, разностная схема третьего порядка аппроксимации (ф. == 0) будет 
иметь вид 

Yj = — 4—1 + 5,2 НЯ (47 Е 215). (117) 

г) Пусть т = 2, & = 0, а. = 0, т. е. рассмотрим систему вида | 

и =0, а2=0, «ри =0 (ф=0), «-ы-=0 (ф=0, 

а 

5 НЫ =0 (He = 0). 

@0 = 

(118) 
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Решениями системы (118), удовлетворяющими условию (112), будут числа 
3 

аз = 1, а1 = —1, аз = 0, = 0, ый =, b= — >. 

Расчетная схема второго порядка аппроксимации (фз == 0) будет иметь вид 

h 
Yj = Yj + 7 (3f;_1 — Fra), 

ИЛИ 

ии (= + Ав) (119) 

где А, — конечная разность А-го порядка. 
Фо мула (119) носит название экстраполяционной формулы Адамса. 
Экстраполяционные формулы Адамса могут быть построены, если проинтегриро- 

вать уравнение (7) на отрезке [1 х; 

Я] 

ии) =) | 1, уд) 4 (120) 
*—1 

и подынтегральную функцию заменить интерполяционным полиномом Ньютона 
интерполирования назад, построенным по т -{- 1 точке 

Е В 

не принадлежащих отрезку (х,_, xj). 
Тогда 

—х. 
1 cox 

Илии f=, 

Кара Го a AP (eg) Ау foo + 

  

tm ог... бт у" (9, 

и расчетная схема экстраполяционного метода Адамса будет иметь вид 

] о т 
Yj = Yj +A (= +> Afi + aa Aja ttt НРА Био, (122) 

1 

. 1 t eee — вы = | И "И ро 
т 

0 

Погрешность аппроксимации экстраполяционной схемы метода Адамса оценивается 

величиной 
1 

  | Ry (oy fect? | AEE DoE yt ny at, (123) 
или ° : | 

А < Ви. (124) 

Отметим, что оценки вида (123), (124) являются более точными по сравнению с 
оценками вида (108). 
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д) Рассмотрим систему вида (107), (112) при т = 2 и фиксированном значении 
коэффициента ао = 0; 

аз = Фо = ф: = ф› = фз = 0. 

5 2 1 

2 =; =- 15 
третьего порядка аппроксимации имеет вид 

5 2 1 
yj= jah [8-я +a fiat 2) 

Тогда а = 1; а = — 1; Dg = и расчетная — схема 

или 

] 1 

Формула (125) носит название интерполяциончой формулы метода Адамса. Они 
могут быть построены, если воспользоваться выражением (120) и подынтегральную 
функцию заменить интерполяционным полиномом Ньютона интерполирования на- 
зад, построенным по точкам 

Xj, Xj» Xj_9o» oe e 9 xi—_m° 

Тогда 

| 1 o aml ии Не-а А+... + Bind fim) (126) 
0 

~ u(u ly)... (utm—l1 х—х 
Вт = ur) Шт ) du; u=——!l —1<и<0. 

т! h 

—] 

Для погрешности аппроксимации интерполяционной схемы метода Адамса имеет 
место следующая оценка: 

0 
1)... ~ 

< и” | “№ и р Ре ам, (127) 
—1 

  

х—т< т = т (и) < xy. 

В табл. 7 приведены значения коэффициентов для некоторых т-шаговых раз- 
ностных методов вида (97) решения задачи Коши. 

В т-шаговых разностных схемах вида (97) с 5 = 0, аи =2 0, к которым, в част- 
ности, принадлежат экстраполяционные формулы метода Адамса, значения и (х) 
в точке х; определяются по явной формуле, если известны приближенные значения 
y (x) в т предыдущих точках (в т начальных точках). 

Для построения начала таблицы могут быть использованы одношаговые методы 
(типа Рунге — Кутта, разложения в ряд Тейлора). При этом шаг рекомендуется вы- 
брать так, чтобы разность 71-го порядка в формуле вида (122) была постоянной в пре- 
делах нескольких единиц последней цифры. Для проверки последнего условия обычно 
определяются начальные значения в большем числе точек (на одну, две), чем это тре- 
бует разностная схема. 

Если в разностной схеме вида (97) 6% =2 0, а, = 0 (например, случай интерполя- 
ционной формулы Адамса), то для нахождения у; получаем нелинейное уравнение 
вида 

yj = (и), (128) 
где 

т 

ф (и) = — У, чу, +h » buf _1- 
i=0 
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Значения коэффициентов #-шаговых разностных методов вида (97), 
решения задачи Коши для уравнения у’=У(х, у) 

  

  

  

  

  

  

  

  

Таблица 7 

Порядок 
т a; b; аппрокси- Примечание 

мации 

1 Ay = 1 bb = 0 . 
а Ш b, — |] 1 Формула Эйлера 

a — г ро — 1 2 Метод трапеций 

2 0 = г Po = 3/9 9 Экстраполяционная 
ay —0 b, — 1/2 формула Адамса 

a9 = г Po = о, 37 3 Интерполяционная 
an — 0 bt — “1 формула Адамса 

Qo = l Bo — 1/3 

a, = 0 b, =4/3 4 
a,= — 1 b, =1/3 

3 ay = l By = 

а = — 1 by = 23/12 3 Экстраполяционная 
аз = 0 b, = —4/3 формула Адамса 
аз = bg = 5/12 

Qo = Do — 3/8 

а1 = —1 b, = 19/24 4 Интерполяционная 
a, = 0 by = —5/12 формула Адамса 
аз = b, = 1/24         

Для решения уравнения (128) обычно строится итерационный процесс вида 

yet p(y), k=0,1,... (129) 
За начальное приближение у? выбирают значение у;, найденное по явному т-шаго- 

вому или одношаговому методу. 

Многошаговые разностные методы без труда распространяются на 
случай решения задачи Коши для системы уравнений, а значит, и на 
уравнения высших порядков. Наряду с односторонними многошаго- 
выми методами можно строить и двусторонние многошаговые разност- 
ные методы. 

В многошаговых методах при переходе от шага к шагу в значи- 
тельной мере уменьшается, по сравнению с одношаговыми методами, 
необходимость дополнительной информации о правой части уравнения. 
Имеется возможность повторно использовать одну и ту же информацию. 
Основной ‘недостаток этих методов связан с проблемой построения на- 
чала таблицы. 
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Оценка погрешности многошаговых методов. Прежде чем перехо- 
дить к оценке погрешности многошаговых методов, сделаем некоторые 
замечания относительно устойчивости счета по формулам многошаго- 
вого метода вида (97). 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения 

у =0, Y (Xo) = Yo. (130) 
Будем применять к решению задачи (130) т-шаговый метод. 
Пусть 

= Y (Xp) — У», k=0Q, |, ...у (131) 

где и (х,) — точное решение задачи Коши, у, — приближенное зна- 
чение, найденное по формуле (97). Будем пренебрегать погрешностями 
округления, которые возникают при счете по формуле (97). Тогда, 
вычитая из (96) соотношение (97), получим разностное уравнение для *» 

х ак = 0 (132) 

(В, (1) = 0 при} (х, и) = 0). 
Решение однородного разностного уравнения (132) с постоянными 

коэффициентами выражается через корни характеристического урав- 
нения 

А (2) = У a,zi-k = 0, (133) 
k=0 

и для того чтобы 1, были ограниченными при К —> осо, все корни урав- 
нения (133) должны быть расположены в единичном круге |2| <1 
плоскости комплексной переменной 2 и на границе единичной окруж- 
ности | 2 | = 1 не должно быть кратных корней. Это условие называют 
а-условием. Таким образом, из т-шаговых разностных методов имеет 
смысл рассматривать только такие формулы вида (97), для которых 
корни характеристического уравнения (133) удовлетворяют указан- 
ным выше условиям. 

С этой точки зрения разностная схема вида (117) должна быть за- 
бракована, так как квадратный трехчлен 

Л (2) = 22 4z—5 

имеет корни 2: = |, 2. = 5 > |. Все разностные схемы, приведенные 
в табл. 7, удовлетворяют @-условию. Это условие накладывает опре- 
деленные ограничения на построение т-шаговых разностных схем вы- 
сокого порядка аппроксимации р, так как в этом случае среди корней 
характеристического уравнения появляются корни по модулю больше 
единицы. Доказано, что при р > т -- 2 в случае неявной схемы и при 
р > т в случае явной схемы среди корней характеристического урав- 
нения (133) имеется корень по модулю больше единицы. В дальнейшем 
условимся рассматривать такие разностные схемы, которые удовлет- 
воряют @&-условию. 

Для оценки величины 1, = (х,) — у, в результате вычита- 
ния из (96) соотношения (97) при F (x, у) == О получаем следующую 
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разностную схему: 

2, ау — В > be [f (Xj—8, Y (Xj—2) — р-н = ВК, (В). 

На основании теоремы Лагранжа о конечном приращении последнее 
равенство можно записать в виде 

  

2, а, — В 2 БЕ ;—иу—в = AR; (h), (134) 

где 
| 

ОР (х._„, И. _ 0. pH Fin = F(X; Y; A Ев) К Оо. 

Разрешим (134) относительно nN; 

м ПЕР, — ар йЮ; 

Ав, МА На (135) 

Соотношение (135) перепишем в виде 
т 

ПбЕЕ к — op а а AR —_ {/- k ‚ ЧЕ ] 136 
v=) ( apoE, ta, a, | kt nF! 

В векторно-матричном виде (136) можно представить следующим 
образом: 

  

  

  

Н; = ВСН,— | АН; - (4, (137) 
где 

Н} = (р Wj-1, sees Ny—m+1)'s di = (AR, О, ... , 0} — 38) 0 — 0 

т-мерные векторы, 

Cy Со] eee Ст] hb,F —а 

_ eink Ak ae 
C=(0 0... 0 | баб t+ hay? 

0O.... 90 

а1 Qo Qin о 

A 1 о... 0 

= о Г... 0 _ 0%) 

[0.......10     
матрицы порядка т Хх т. | 

Характеристический многочлен матрицы А, 

P(A) =|A—AE| (140) 

с точностью до множителя (—1)” записывается в виде 

МН... т 
ао | ао 
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и с точностью до соп3ф пропорционален характеристическому урав- 
нению (133) разностной схемы (97). По предположению все корни урав- 
нения (140) лежат в единичном круге | 2 | < 1 ина границе единичного 
круга нет кратных корней. Поэтому существует такая неособая мат- 

—1 
рица У, что У АУ =РВи]|Б |< 1. 

Умножим (137) на У`' и обозначим 

У Н, = H,, У а, = &, 

  

  

  

  

a . . a (141) 

Hj = hV~'CVHj-1 + DHj-1 + &; 
или 

= (AV~'CV + D) Hy-1 + &. 
Откуда 

06 НУ < ШУ "ЫСВУВ- ПИЯ 18 (142) 
означим 

и ICh IV =В, [8 =; (143) 
Если ||, | < Г при № < х <, то 

pF j—p%0 — @Ебо Fj `` | bp | -- | акб] 

съ = Хе! У, (4% — hbpFj) ao <b 2 "Taal 

и 

ВЕ ЗЛУИЬЕУ 194 ta | (1 
==] 

v= beh SIV be (145)   

Из рекуррентного соотношения (142), учитывая (144), (145), HMeem: 

| H, jl < (I +- hp) | Hj th + Vis <(1 + 46) (1 + hp) | H j—2 la + ¥j-1] + 

+ y= (1 + AB)?| Ajo + +48) ya tay < 

«ИВ | Ama +O + AB), 
ИЛИ 

^ ^ 7 

(Hil <exp ph (j—m + 1) Aaah + 2 ехр [ВА (1 — 1)] \; < 

A j 

< exp B (E — хо) | Нт— lh + > | 

Далее 

| In| <j Ah 
и, учитывая (141), имеем: 

ПН У, = У"! |. тах | Ч}, 

ГНА, SIV ADE h 
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Поэтому 

пя ЗИВИЯ Л < ПУ exp BE — x) ат max |e] > тт, 

(146)       

  

Inj | < ехрв (Е — хо) хи ( тах |", 
0sk<m—! 

где 

| у hh | vo lh <x 

Если принять во внимание погрешности округления, которые возни- 
кают при счете по разностной схеме (97), и обозначить их через Д,, 
то вместо (97) будем иметь: 

Хара В У бы А, (97') 
k=0 k=0 

и поэтому правая часть разностного уравнения (134) для \,; будет рав- 
на АК, (В) |- А; и для т; вместо (145) будет иметь место оценка 

—1, ({ 2h] Rj] <IVT (Apa + 14i I) 
поэтому перавенство (146) примет вид 

|, | < ехрвВ (5 — *о) "|. пах || + ———- = ТГ, > [Ri] + > | A; | . (47) 

Из соотношения (147) следует, что |1; | — 0 {>> т), если |[,| < Е 
при хо < х < & разностная схема удовлетворяет условию & и выпол- 
HAIOTCH условия: 

] 

max | |— 0, h S| Ril>0, > [A] +0. (148) 
O<sk<m—l =! 

Хотя оценка (148) является грубой, однако она довольно ясно ука- 
зывает, что погрешности вычисления начальных данных, округления, 
длина отрезка, на котором ищется решение, оказывают существенное 
влияние на величину 1,. Причем, если величины 

] 

тах | № ХА 

  

0sk<m—l 

с уменыпением шага В стремятся к нулю, то поведение величины 
a 

У [ А, | при А — 0 определяется поведением величины У ГА ‚ а по- 
i=m k=m 

этому с уменьшением h точность вычислений A, TIO формуле 7) НУЖНО 

повышать. 

$ 2. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Под краевой задачей для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

Y' (x) =F (x, Y (x) (1) 
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понимают задачу интегрирования системы (1) на отрезке [a, b] (отре- 
зок [а, 6] может быть и бесконечным) при дополнительных условиях 

Ф(У (х,), У (%.), , Y (x,)) =d, | (2) 
заданных в А (^ > 2) различных точках отрезка [а, 6], 

AQ OX eee OK, <D. (3) 

Здесь У (х), Р(х, У), Ф(У (%,, ..., У (x,)) — BexTop-byHkuna pas- 
мерности п , 

У (%) = (9; <) =ти, Р(х, У) =(Р;(х, У)) тд, 

ф(У (1), У (%.), ..., У (%,)) == (Ф(х, 1 (9), -.., Ил (9), 

£5 WSs oes Yn ти 
где d = (d, ),_ г; — заданный вектор. 

Из многоточечных задач вида (1), (2) особо выделяется группа 
двухточечных линейных задач вида 

Y’ —A(x)Y = F (x), (4) 

B,Y (a) + BY (6) == а. (5) 
Здесь У (х), Р (х), 4 — п-мерные векторы, 

A(x) = (a (NS, B= OPTS B= OM 
i=1,n? t=1.n? i=Il,n 

— матрицы размерности пхи. 

Очевидно, любая двухточечная краевая задача для линейного диф- 
ференциального уравнения я-го порядка 

y™ (x) = > p; (x) y"—9 (x) + Ff (x), (6) 

s=y, (i =1, ny), (7) 
rye 

n—| 

5 = 2 (ay (@) + Bay (0), (8) 
может быть записана в виде (4), (5). 

Последнее утверждение становится очевидным, если ввести следу- 
ющие обозначения: 

¥ (x) = (y (x), у’ (>), Ух), ..., ит (5), 

F (x) — (0, 0, ...у 0, Г (х))', d= (угл, 

  (Pn Pn-1 Ри... Py 

В; = — = (а), + В, — (Ви. i=1,n i=l5a 
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Отметим также, что краевая задача (4), (5) может быть сведена к 
решению однородной линейной системы дифференциальных уравне- 
ний с неоднородными краевыми условиями, т. е. к решению следующей 
задачи: 

Z' (x) = M (x) Z (x), (9) 

B,Z (a) + B,Z (6) = 4. (10) 

Здесь Я (х) = (У (х), 1)’, а = (d, 1) — (n + П-мерные векторы. 

A(x) F ~ Во « Во 
Ma) =( С 5’). 8, = (1 о) В, = (1 у 

— матрицы размерности (п - 1) Х (п - 1). 
Для многоточечных (Е > 2) краевых задач по сравнению с задачей 

Коши значительно сложнее проводятся исследования, связанные с 
вопросами существования решения и построения приближенных ме- 
тодов его определения. | 

Большинство методов решения основано на сведении нелинейной 
задачи к нелинейной системе алгебраических уравнений. Для решения 
полученной нелинейной системы могут быть использованы различные 
приближенные алгоритмы. Сходимость этих алгоритмов существенно 
зависит от выбора начального приближения. Поэтому при практиче- 
ском решении конкретных нелинейных задач предполагается специаль- 
ный метод получения начального приближения. 

1. Метод редукции к задачам Коши 

Некоторые сведения о разрешимости краевой задачи (1), (2) можно 
получить из разрешимости задачи Коши для уравнения (1) с началь- 
ным условием 

У (а) =У.. | (11) 

В самом деле, пусть решение задачи Коши (1), (11) существует и 
единственно при любом У, Е ©, где & — некоторая область п-мерного 
векторного пространства. Тогда при каждом фиксированном х; Е 
Е [а, 6] решение задачи Коши (1), (11) будет определять некоторый 
вектор 

Y (x,) = 0 (x;, Yo). (12) 
_ Подставив (12) в краевое условие (2), получим: 

Ф(У., © (х., У.), ®(х., Уз, ..., ®(хь, У.) = 4. (13) 

Соотношение (13) представляет собой систему нелинейных уравне- 
ний относительно У,. Следовательно, решение нелинейной задачи (1), 
(2) эквивалентно решению системы (13) и задачи Коши для уравнения 
(1) при начальном условии 

У (а) =У,, 

где У, — решение системы (13). Поэтому количество решений нели- 

нейной краевой задачи (1), (2) будет совпадать с количеством решений 
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системы (13). Если система (13) неразрешима, то нелинейная крае- 
вая задача не будет иметь решения. 

Основная трудность при таком подходе связана с определением У,, 
ибо система нелинейных уравнений (13) не выписывается явно, так 
как не известно явно выражение (12). 

Построены различные алгоритмы приближенного вычисления ле- 
вой части уравнения (13). Однако эти: алгоритмы дают сходимость к 
решению только при достаточно хорошем начальном приближении. 

Линейные системы. Сравнительно просто такой подход реализуется 
в случае линейной краевой задачи (9), (10). В этом случае решение 
задачи Коши для уравнения (9) с начальным условием & (а) представ- 
ляется в виде 

й (х) =Г (х) Z (a), (14) 
где Г (х) — фундаментальная матрица системы (9), т. е. решение зада- 
чи Коши является линейной функцией относительно начального век- 
тора & (а). Подставляя (14) в краевое условие (10), получим: 

[В, + В.Г (0)] Z (a) = d. (15) 
Соотношение (15) представляет собой систему линейных алгебраиче- 
ских уравнений относительно вектора Й (а) с определителем, отличным 
от нуля (предположив противное, получили бы, что однородная крае- 
вая задача имеет ненулевое решение). Если # (а) — решение системы 
(15), то вектор-функция (14) будет удовлетворять уравнению (9), гра- 
ничным условиям (10), т. е. являться решением задачи (9), (10). Этот 
метод определения решения линейной задачи (9), (10) получил назва- 
ние метода стрельбы (или метода дополнительных функций). 

Таким образом, на основании изложенного, вычислительную схему 
метода стрельбы можно описать следующим образом. 

Пусть е, означает {-й координатный орт, т. е. (п -- 1)-мерный век- 
тор, у которого {-я компонента равна единице, а все остальные нули 

е; = (0, 0,..., 0, 1,0,..., 0)’. (16) 

Для построения фундаментальной матрицы Г (х) численным инте- 
грированием находим решение (п -- 1)-й задачи Коши вида 

Z; (x) = M (x) Z; (x), (17) 
Z,(a)=e, (i=1, n) (18) 

на отрезке [а, 6]. 
Здесь (и - 1)-мерный вектор-функция &; (х) является решением 

{-й начальной задачи Коши (17), (18). Тогда 

Г (5) — (Z, (5), Z, (5), soe Zn+1 OE (19) 

Решая систему (15), находим & (а), и, подставляя Г (х) и # (а) в 
(14), находим решение задачи (9), (10). 

Метод стрельбы несколько упрощается, если краевые условия (10) 
разделены, т. е. рассмотрим задачу вида 

Y' (x) =A(*)Y (x) Е (9), 
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D,Y (a) = ©, (20) 

D.Y (b) = @, (21) 

re D, = (dip 1 гв Оз = (dp) — заданные прямоугольные 

матрицы соответственно порядков (п — К) ХпиЕ Хи (Е < п), при- 
чем предполагается, что ранг О, равен п — Ё, а ранг О. равен А; ву, 
«› — заданные п-мерные векторы, остальные обозначения имеют тот 
же смысл, что и раньше. 

Тогда метод стрельбы заключается в следующем. 
Находим вектор У. такой, что 

DY, =, : (22) 
т. е. У, удовлетворяет краевому условию на левом конце, и строим 
полную снстему линейно-независимых векторов OY i =Г, Е) — реше- 
ний уравнения — 

РЭУ =0. (23) 
Их будет К, так как ранг матрицы Dy, no предположению, равен 

п — К. 
Затем численным интегрированием решаем А задач Коши для од- 

нородного уравнения 

Y; (x) = A(x) Y; (2), (24) 
Y,()=°Y, i=l, k (25) 

H задачу Коши для неоднородного уравнения 

Y’ (x) = A(x) ¥ (x) + F (x), (26) 
Y (a) = Y). (27) 

Тогда всякое решение уравнения (4), удовлетворяющее граничному 
условию (20), можно представить в виде 

k 

Y (x) = 2 СУ; (х) + Yau (x), (28) 

где с, — постоянные интегрирования, которые подлежат определению 

из краевых условий ‘(21); У, (х) (Г = 1, А) — решение задач (24), (25); 
У, (х) — решение задачи (26), (27). Для определения с; получаем 
систему линейных алгебраических уравнений 

Е 

О, ы су, (b) + Yeu 6 = Wp, (29) 
i=] 

С определителем, Отличным ОТ НУЛЯ. 

Если с, (1 = 1, k) — решение системы (29), то вектор-функция (28) 
будет являться решением исходной задачи (4), (20), (21). Для того 

чтобы не хранить всю информацию о У, (х) i = 1, & + 1), можно по- 
ступить следующим образом: находим 

ь 
У (а) = > c,Y, (a) Увы (а) (30) 
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и для определения искомого вектора У (х) численно решаем задачу 
Коши (4), (30). Искомое решение У (х) принадлежит многообразию 
Г,, которое определяется заданием векторов У; (х), являющихся ре- 
шением однородной системы (24). Если среди У, (х) есть быстрорасту- 
щие с ростом х, то ‘при продвижении к точке 6 происходит как бы 
«сплющивание» базисных векторов У’, (х), на которые натянуто много- 
образие С,, а значит, значение У {5) не может быть определено с доста- 
точной точностью. Иными словами, в методе стрельбы вычислительная 
погрешность, допущенная при определении У, (х), может оказать боль- 
шое влияние на результат вычислений. Чтобы избежать «сплющивания» 
векторов У; (х), на которые натянуто многообразие Ё,, их можно орто- 
гонализировать. Суть метода ортогонализации состоит в следующем. 

Разбиваем отрезок [а, 6] на части точками интегрирования x, (ti = 

— 0, №), среди которых выберем точки ортогонализации X, (i = 1, M), 
Хм = 6. Выбор указанных точек Х,; обычно обуслсвливается степенью 
требуемой точности решения задачи. Решение задач Коши (24) — (27) 
в точке Х,, получаемое при «прямом» ходе, обозначим через @,, (х,) 

(Г=1 А+ 1). Очевидно, в точке х =а векторы От, Uy, ..., Ue 
совпадают с векторами У; (а) из (28). В каждой точке Х; ортонорми- 
руем векторы 

О, (г = I, R) 

и обозначим их через Z, (r = I, А). Очевидно, 
r—l 

Z, = z-(u,- 5 ‚6, (31) 

6, = (0, 2) 1<,, (32) 
  

2 

б„, = =) wv U,) ~~ У, 6, . (33) 
j=1 

Вектор Яь+1 не нормируется и вычисляется по формуле 

k 
Bri = Овны — a 61.76. (34) 

[r= 

Значения &, (Х;) являются начальными для получения решений 
задачи Коши при х Е [X, Xi4il. 

При проведении ортогонализации на каждом шаге вырабатывается 
матрица треугольного вида 

Г 0......... 0! 

| 551 бе... О 

АЙ — еее еее еее |. (35) 

м... бмм 0 

    | дм фо 8 SMM ] J 
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Для. определения Е-мерного вектора С“ = = (Cc), _i% = (G (0), 
со (Ь), ..., с, (6)) воспользуемся соотношением (29) 

D, |; NZ, (6) + Ze+i | = W,. (36) 
j=l 

Из системы (36) находим С“. 
Если нас интересует | значение У (х) в точке Х., то его можно пред- 

ставить в виде 
Е 

У (Х) = №42, (Х.) + Вы (Х,. 
Значит, если будут известны С®, то легко определить и У (Х.). 

Но с“ определяется из рекуррентного соотношения 

(AST)! С° — Сет, (37) 

, 
гдес® — (С°, ©, ..., 8, 1) — (Е -- |--мерный вектор или 

l ’ 

СН — (п ar] с® 
i=! 

Следовательно, для определения С® достаточно решить систему 
линейных алгебраических уравнений (37) с треугольной матрицей. 
Обозначим через 

Ф (X;) — (2, (Х.), Z, (X,), cee бе (X;)) (38) 

MaTpHIly pa3MepHocTH n X (Rk -+ 1). Тогда после определения вектора 

С® искомый вектор-функция У (Х.) в точке Х, находится по формуле 

У (Х) =Ф(Х.) С°. (39) 
С точки зрения реализации описанного алгоритма следует заме- 

THT: 
1) с целью экономии времени счета и памяти желательно в каче- 

стве начальной точки интегрирования выбирать такую, в которой за- 
дано большее число граничных условий; 

2) хранить матрицы Ф (Х.) и А® нужно не во всех точках орто- 
гонализации, а лишь в тех, в которых выдаются результаты; 

3) число точек ортогонализации в зоне ожидаемых локальных эф- 
фектов следует увеличить. Метод ортогональной прогонки хорошо за- 
рекомендовал себя при решении практических задач. 

Для решения линейных краевых задач вида (9), (10) с одной и той 
же левой частью и различными столбцами свободных членов Ё (х) 
может быть использован приближенный метод, который получил на- 
звание метода сопряженных иравнений. 

Предположим, что соотношение 

BY @ +B (xy ¥ (oad (40) 
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выполняется во всех точках промежутка [а, 6]. Тогда, определив В. (а), 
можем свести краевую задачу (9), (10) к задаче Коши 

У —М oT У =0, 

где У, определяется из уравнения 

[B, + B, (a)] Y (a) = d. (42) 

Дифференцируя (40), получим: 

ab 4B s(x) ¥ (x) +B, (x) ay AY (2) _ 0. 

Если учесть (9), то 

[489 ©) 4 B(x) M са) (x) =0 (43) 

или, так как соотношение (43) должно выполняться в любой точке про- 
межутка la, 6], то 

    

ав, Я В.М =0, ав —= М* (х) В (9). (44) 

Равенство 4 можно представить в виде 

Pu) — — М* д Вы (9, 45) 
где Во; (х) — 1-я строка матрицы В.. Система (45) называется сопря- 
женной с уравнением (9). 

Так как соотношение (40) выполняется в точке х = 6, то 

В, (6) = B,,(b) (@=1, n+ 1), (46) 

а значит, известно значение Bo; (6). 
Поэтому, решив (и -{ 1) задачу Коши (45), (46), на отрезке [6, а] 

можно определить значение В. (а). Из (42) находим У (а), и вместо за- 
дачи (9), (10) решаем задачу Коши для уравнения (9) с начальным 
условием У (а), найденным из уравнения (42). 

Очевидно, для решения линейных краевых задач может быть при- 
менен метод сеток (см. гл. 6). 

Нелинейные системы. Укажем на некоторые приближенные методы, 
позволяющие решение задачи (1), (2) свести к решению задачи Коши. 
Для простоты изложения рассмотрим случай двухточечной краевой 
задачи | 

У’ (х) =Р(х, У (5)) 
Ф(У (х), У (х.)) =а. (47) 

Среди приближенных методов, редуцирующих нелинейную краевую 
задачу (1), (47) к решению задач Коши, отметим методы, основанные 
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на линеаризации либо системы (1), (47), либо системы (13) при 
Е = 2. 

Метод линеаризарии. Основная идея метода линеаризации зак- 
лючается в следующем. Производится линеаризация системы (1) в 
пространстве вектор-функций У (х), а именно решение представляют 
в виде 

Y (x) = Y® (x) + U® (x), 
где Y (х) — некоторое приближение к искомому решению двухто- 
чечной задачи (1), (47). Тогда, предполагая достаточную гладкость 
функций Р ифи используя формулу Лагранжа, получим: 

d (¥ (x) + U (x) 
dx 

g(Y" @) + U® (@, Y® (6) + U' (6) =Ф(У9 (а, Y° () + 
+ ®, (wf? a), ..., oF @), af? (6), of (b), ..., @n (6) U® (a) + 
+, (of? @, ..., of (a), of (, 0? 6), . ee, OF (6))U® (b). 

= F (x, Y (x)) "ФФ, (х, 20, ..., 20) 09 (х,   

  

  

  

Здесь Op (x, 70, toe, Z) — (| (Xi, 2:1, — tees Zin) j= — матрица 

Якоби вектор-функции Ё (х, У (х)); ” =” 

Ф, (©? (2), ..., ©? (6) = 
(en (а), @jo(Q), --- 5 O77, (2), ON (5),..., Win ) 

дук (а) k=In ’ 

©, (01? (@), «.., 0 (0) = ee ee ве) 
— матрицы Якоби вектор-функции ф (У (а), У (6), а векторы Zp” (x), 
wf) (a), wf (5) удовлетворяют неравенствам: 

|Z (x) —Y® (x) | <]U (I, 
Joe (a) —Y° @| <|U° @I, 
oe’ (6) —Y® (0) <|U® (I. 

Краевая задача (1), (47) приближенно заменяется следующей ли- 
нейной краевой задачей: 

du (x) 7 = Oe (x, ¥ (x) U (x) +P YX) —SO 5 ay 
®,(¥" (a), У® (6)) 0° (а + Ф, (У? (а), Y° (6) U® (6) = 

=4—$(7° (а), УЗ (6). (49) 
Решение задачи (48), (49) может быть найдено путем редукции к зада- 
че Коши. Значение @° (х) будет являться поправкой к исходному 
начальному вектору У® (х), а значит, 

Y" (x) = У (2) +09 (х), 
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где 0° (х)— решение задачи (48), (49), будет являться новым прибли- 
жением к искомому решению. 

Аналогично можно линеаризировать уравнение (13). Однако, если 
при линеаризации соотношений (1), (47) получаем матрицы Якоби от 
известных вектор-функций Ё (х, У, (х)) и ф (УТ (а), У (5)), то при ли- 
неаризации (13) значения | 

ф (У (а) (6, У (а)) 
  (=1, п) 

  

Oy; (a) 

будут неизвестны. В этом случае поступают следующим образом. 
Обозначим 

@(¥ (a), w(b, Y (a)) = (У (4) (50) 

и значения т заменим разностными выражениями вида 

ap (YO (ay) _ Ф(УО@ + нев — Ф(УО @)) (51) 
дук (а)  — hy , 

где е, (Е =1, п) —Е-й координатный opt, e.=0, OSA, < hy — 
некоторые постоянные. 

Так как 

pV? @ + he,) = @ (Y° (a) + he, ®(6, УЗ (а + Ве,)) 62) 

и вектор-функция ow (0, УС (a) -+ Ве,) — есть решение задачи Коши 

для уравнения (1) в точке 6 при начальном условии У° (а) -- №е,, то 
для определения @ (6, У® (а) - Ве,) нужно решить (п - 1) задачу 
Коши вида 

ay! = =F (x, ¥P (x), (53) 
Y (a) =Y (a) +he,, k=O, n, (54) 

где У® (а) — некоторое приближение к У (а), выбор которого нахо- 

дится в нашем распоряжении. Определив У!’ (а) как решение задач 
Коши (53), (54), обратимся к (50), положив 

| У = У а +0” а, = 
ф(У (2)) = (У (а) + Фу (УЗ (9) 0° (4, 

дф (УФ (а)) 
` tp) = | > rye Wy ( ay! (a) 

Или, если принять во внимание (51), из (55) получим следующий 
приближенный алгоритм для определения (-- 1) приближения 
к У (а): 

(55) 

— матрица Якоби вектор-функции 1р (У (а). 
l=1,n 

  

Qy (Ye (a) U (@) =— oY? @, YP (0) +4, (56) 

УТ (a =Y°@+U" (a, (57) 
У (Й (5) — У yo b Oy (¥? (a) = ( Ф(У» (а), УР (0) ыы 71 (а), УР, ©) ) _ 69 

. ' =I, 
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матрица размерности п Х и, У® (х) — решение задач Коши (53), 
(54) на отрезке [а, 6]. 

Рассмотрим еще один из подходов редукции нелинейной Краевой 
задачи (1), (47) к задаче Коши. 

Продолжение решения по параметру. Суть метода заключается в 
следующем. 

Выбираем произвольный вектор У, и решаем задачу Коши для 
уравнения (1) при следующих начальных условиях: 

¥ (a) = 69) 
Обозначим решение задачи Коши м (59) через Y (x). Ilo этому ре- 

шению находим | 

4, =$(У (@), У (5). 60) 
Вместо задачи (1), (47) ee целое семейство задач вида 

=F (x, Y), — 

@ (¥ (a), м = A (d—d,) + dy. | 61) 

Если для каждого ^С[0, 1] существует решение У () : задачи (1), 
(61), непрерывно зависящее от А, то У (1) совпадает с решением исход- 
ной задачи. При ^ = 0 решение задачи (1), (61) совпадает с решением 
задачи Коши (1), (59). Для того чтобы найти У (1), поступают следу- 
ющим образом. | 

Дифференцируя (1), (61) по Л, получаем: 

1 (5 ‘ак = y OF aL (62) 

“OY; ? | 

er дф er 
= d—d.,. (63) 

yz "aj +5 O46) 

  

  

  

  

Обозначим | 

27 И (к, ^), UG, =U, Ub, =U, 
OF OF OF ne 2%),   

    

  

      

ду, * ду» дут 

т, = (Gn Si yo ie) 

O.= (ait et? Ba) 
тогда соотношения (62), (63) запишутся следующим образом: 

= Op (x, Y)U, (64) 

©, (¥ (a), ¥ (6))U, + ®, (Y (@), Y (6)) U, =d—d,. (65) 
29:



Задача (64), (65) для 07 (х, 4) является линейной краевой задачей. Если 
решить линейную краевую задачу (64), (65) прих Е [а, 6] и задачу Коши 

oY 

On 

Y (x, a) = Y (x), | (67) 

то при А = 1 получим решение исходной задачи (1), (47). 
Так как правая часть уравнения (67) является функцией пара- 

метра А, и для ее определения при каждом значении параметра нужно 
решать задачу (64), (65), то при решении задачи Коши (66), (67) обычно 
используются формулы Эйлера. 

Рассмотренные алгоритмы приближенного решения нелинейных 
краевых задач являются модификациями некоторых методов решения 
нелинейных операторных уравнений (в частности, методов Ньютона 
и продолжения решения по параметру), примененных к решению опе- 
раторных уравнений конкретного вида (1), (47). Некоторые результаты 
по вопросам сходимости рассмотренных в данном пункте приближен- 
ных алгоритмов можно найти, например, в [58], [82], [83]. 

Очевидно, разностные методы решения нелинейных краевых задач 
(1), (47) будут приводить к системам нелинейных уравнений. Системы 
такого вида содержат большое число неизвестных, а поэтому их реше- 
ние обычно очень трудоемко. Для решения задач специального вида, 
которые приводят к простым вычислительным схемам (типа метода 
прогонки), можно рекомендовать разностные методы. 

— U (x, 1), (66) 

Глава $8 

ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 1. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Пусть К — полное метрическое пространство; ф (х, и) — расстоя- 
ние между элементами х, и, ЕЮ, 9% — замкнутое множество в К. 
Пусть на 9% задан некоторый нелинейный оператор @, преобразующий 
это множество в себя: 0%} < 5%. Назовем точку и Е M неподвижной 
точкой оператора @, если 

u = (и). (1) 
Таким образом, неподвижные точки оператора @ являются реше- 

пиями уравнения (1). Рассмотрим задачу нахождения решения урав- 
нения (1) при и Е 5% — некоторому априори задаваемому множеству 
из В; в частности, 9% может совпадать с В, но обычно в роли % высту- 
нают сферы $ = {и :р (1, 9) <r}, Vy € 9%. Одним из основных ме- 
тодов нахождения решения уравнения (1) являются итерационные 
методы. Они позволяют найти какое-либо решение исходного уравне- 
ния в результате некоторого бесконечного процесса, который называет- 
ся процессом итераций. Однако итерационные методы не язляются 
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универсальными, так как они позволяют найти решение задачи (1), 
если выделено множество 5% < К, которое содержит единственное 
решение уравнения (1), и если можно гарантировать построение н=- 
которой последовательности, сходящейся к решению уравнения (1). 

Наиболее простым итерационным методом нахождения решения 
уравнения (1) с точки зрения его реализации является метод последо- 
вательных приближений, или метод простых итераций, который со- 
стоит в том, что, задавшись произвольным элементом 15 Е %, называ- 

k 
емым начальным приближением, строят последовательность {и} по 
формуле 

k А и = 0 (и) (Е=0,1,2, ...). (2) 
Итерационный процесс такого вида называется методом простой 

итерации. При этом нужно выяснить вопрос сходимости последователь- 
ности (2) к решению уравнения (1) (принадлежности SM). 

1. Принцип сжатых отображений 

Этот принцип лежит в основе построения сходящихся итерационных 
методов, а также используется для доказательства существования 
единственного решения уравнения (1) в IM. 

Будем говорить, что оператор @ является оператором сжатия на 5, 
если для любых х, ИЕ %% выполнено условие 

0 (Q(x), Q(Y)) < Ge (x, у), (3) 
где 0 < g <i 1 He 3aBHCHT OT Xx, ци. 

Теорема 1(принцип сжатых отображений). Пусть 
оператор @ — оператор сжатия на % и преобразует замкнутое 
множество 5% < В само в себя: 4% < %, то в 5% существует един- 
ственное решение и уравнения (1), которое может быть получено как 
предел последовательности 

ut! — Qu") (k=0,1,...), (4) 

где и? — произвольный элемент из 3%. Быстрота сходимости последо- 
k 

вательности {и’} к решению оценивается неравенствами. 
№ 

ЕР (и, и) &=1,2,...) (5) 

© (м, u") < а (и, и) (Е =1,2, ...). (5’) 

Доказательство. Согласно (3), (4), 

out, uw’) =pQu'), 9 (м ")) «арии <... др, и). 
При р > 0, в силу неравенства треугольников, имеем: 

о (м, и) < 

о (и, м) «р (ие Р, ие р (ие, yite—2 т. 

+p ut) РАНЕ... 9) (и, и < 
и“ — 4? 1,0 4 1,0 

< а РШ, Ш) «фри, и) > 0. (6) 
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Согласно критерию Больцано — Коши, последовательность {u™} схо- 
дится к некоторому элементу и*Е К. Но {и "EM (9% — замкнуто), 
следовательно, и* Е Mt Hu О (и*) имеет смысл. Переходя к пределу в 
(6) при р -> со, получаем: 

ай 

р (и*, «РТ р(ш, и). 
Очевидно, 

О<р(и*", 9 (м*)) = р (@ (№), 9 (*)) < ар (и, ия), 
но р (u*, u*) +0 npu k— oo, lim Q (u*) = Q (u*), Q (u") = ит 

—> и* при  — <. Следовательно. 

u* = Qu*. 

_ Но и также является решением уравнения (1), принадлежащим 9%. 
Пусть р (и, и*) = 0, тогда 

о (м, и*) = р (О (и), @ (м*)) < др (и, и*), 

что невозможно, так как 0 < дж |, т. е. р (ц, им*) =0, и=и. 
Оценка (5) получается из (6) переходом к пределу при p — oo. Hepa- 
венство (5’) вытекает из (3) 

р (и, и) = р (О (и), 9 (и) «ар (и, и") <... «ФЬ(и, 9. 
Отметим, что условие (3) не является необходимым для сходимости 
простого итерационного процесса. 

Если в роли 9% выступает некоторая сфера $, то теорему (1) удобно 
применять в следующей частной форме. 

Теорема 2. Пусть Q является оператором сжатия на замкнутой 
сферез = {6 (и, %) < г} полного метрического пространства В и пусть 

P (Q (Hp), Uo) < (1—9) г. 

Тогда в 5 существует одно и только одно решение уравнения (1), ко- 
торое может быть получено как предел последовательности (4), где 
и® — произвольный элемент из $. Быстрота сходимости последова- 
тельности (4) к решению оценивается неравенствами (5), (5’). 

Для доказательства теоремы 2 достаточно проверить включение 
05 с 5, т. е. оператор @ (и) осуществляет отображение $ в себя. По- 
следнее следует из цепочки очевидных неравенств: 

о (@ (м), see (22), Q (Y)) Но (О (5), о) < др (и, 90) + (1 —Фг г, 

т.е. 9 (№ Е 
Оценки 5), _(5’) в общем случае не могут быть улучшены, как по- 

казывает пример уравнения (1) с оператором @ (и) == ди. 
Если справедливо неравенство вида (5), то говорят, что последо- 

k ’ 
вательность {и} сходится к и со скоростью геометрической прогрес- 
CHH. о | | | 
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О количестве операций и скорости сходимости итерационных про- 
цессов. Качество итерационного процесса часто характеризуют при по- 
мощи числа арифметических действий М (=), необходимых для дости- 
жения заданной точности &, скорости убывания начальной ошибки 
после проведения РЕ итераций. Большой практический интерес пред- 
ставляет собой также характер зависимости / (=) от точности задания 
априорной информации об исходном операторе, а также вычислитель- 
ная устойчивость итерационного метода. 

Неравенство (5) позволяет определить, сколько нужно найти по- 
следовательных приближений, чтобы решить уравнение (1) с заданной 

k 
точностью г. Например, неравенство р (и, и”) < в заведомо ‘будет 
выполняться, если 

  

— 8 (1 —9) | Е > РЁ (=) и In Ca a (7) 

Из неравенства (5’) следует, что ‚первоначальная ошибка после 2 ите- 
: 

раций уменьшится в -= раз, если 4^ < 85. Таким образом, для умень- 

1 
шения первоначальной В ошибки в 5 раз при достаточно малом 0 и 

4 == 0 требуется провести по порядку 

ш (6—1) In 6 
k, > k (6) = ———— = — —— (8) 
r= ROR, 9‘) о 

итераций. 
Величину = Ш" = —ш д называют скоростью сходимости 

итерационного процесса. Она характеризует быстроту экспоненци- 
ального подавления начальной невязки. Последнее становится оче- 
видным, если неравенство (5’) записать в виде 

k 0 
р (и, и) < 0 (u°, u). (9) eking —kv 

0 (u°, u) =e 

Величина 

р (и, u*) 

Pe рые Рио ©) 
характеризует скорость убывания начальной ошибки после проведе- 
ния Е итераций. 

О единственности решения операторного уравнения. В условиях 
принципа сжатых отображений решение уравнения (1) в 5% единст- 
венно. Однако из единственности решения в 9% не следует единствен- 
ности решения вообще. Одно и то же уравнение можно рассматривать 
как уравнение с оператором, действующим в различных множествах MN 
разных пространств. Если каким-либо способом (например, при по- 
мощи теоремы принципа сжатых отображений) доказана единствен- 
ность решения рассматриваемого уравнения на множестве %% некото- 
рого пространства К, то отсюда не следует, что уравнение не имеет 
других решений в пространстве R и что оно не имеет г решений, которые 
не принадлежат К. 
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2. Нестационарные итерационные процессы 

Пусть итерационный процесс для решения уравнения (1) имеет вид 

РН = 0, (и) (=0,1,2,...), (iL) 
где каждому Е >>. 0 соответствует оператор @,, удовлетворяющий ус- 
JIOBHAM: 

0,3% <- 5%, и = О, (и), (12) 

P(A), AO) < 9ьр (и, 5), =е \, Хи. = 08) 
Тогда итерационный процесс (11) сходится к элементу и для любого 
начального приближения uo EM. 

Действительно, 

р (и^, и) = р (и (м "), Ч (и)) < 
k—1 

<qr_ip (ue, u) < ++» <exp (— 2X +) о (uw, 4 -> 0. 

Таким образом, нестационарный итерационный процесс (11) может 
сходиться даже в том случае, если имеется конечное число д, больших 
единицы, но выполняются условия (13). 

$2.. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В основе последующих изложений лежат понятия и определения 
банаховых (В) и гильбертовых (Н) пространств. 

1. Операторные уравнения первого и второго рода 

Операторным уравнением первого рода назовем уравнение вида 

Au =f, (1) 

где u€E, / СЁ, Е, Е — некоторые В-пространства, А — линейный 

оператор, действующий из Е вЁ. Если существует А-", то уравнение 
(1) имеет единственное решение для любого | Е Е. 

Уравнение вида 
и = Ти] (2) 

назовем операторными уравнениями второго рода. Формально уравне- 
ние (2) можно свести к уравнению (1), если положить А = [—Т. 
Возможны также следующие формальные преобразования уравнения 
первого рода в уравнения второго рода. Например, если: 

а) добавить один м тот же элемент к обеим частям исходного (или 
частично преобразованного) уравнения (1), 

6) применить к обеим частям уравнения (1) (или частично преобра- 
зованного уравнения) один и тот же оператор. Если этот оператор бу- 
дет линейным ограниченным, то всякое решение исходного уравнения 
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будет решением нового уравнения. Вообще это преобразование может 
добавить лишние решения, так как оператор преобразования некото- 
рые ненулевые элементы может перевести в нулевые. 

в) ввести замену неизвестного и по формуле и = Ро, где Р — не- 
который оператор, причем в этом случае необходимо, чтобы решение 
нового уравнения принадлежало области определения оператора Р. 
Решения исходного уравнения, которые не представимы в виде и = 
= Ро, могут быть потеряны. 

Существуют и другие подходы. Один из простейших видов преоб- 
разования уравнения (1) к уравнению (2) можно записать следующим 
образом: 

Bu = Bu— H (Au —f). (3) 

Оказывается, что во многих известных эффективных итерационных ме- 
тодах при их построении использованы преобразования вида (3). 

Возможность применения численного метода для решения опера- 
торного уравнения связана с устойчивостью задачи на (Е, Е). 

Если А, А-' СВ (Е), то для качественной характеристики связи 
между погрешностями правой части и решениями может быть исполь- 
зовано понятие обусловленности оператора А. 

Числом обусловленности оператора А называют величину 

В (А) = АА | (4) 
Число обусловленности зависит от используемой нормы, но оче- 

видно, В (А) > 1. Пусть 

  

7 e=u—us r= f—f=f— Au, (5) 
где и? — приближенное решение уравнения (1). Тогда Аё =ги 

АСВ 11| (6) 

АТТА Не 141 < А ИР в 
Если ввести в рассмотрение относительную погрешность | е || и* |, то 
для нее будут иметь место следующие неравенства: 

—1 и} |=] tal 8 

PA Tar <qer <bA Tar: ” 
В самом деле, оценка сверху следует из неравенств (6), а оценка 

снизу — из неравенств (7). Неравенство (8) означает, что величина 
6 (A) ограничивает сверху, а В`' (А) — снизу отношение относитель- 
ной неопределенности решения к относительной неопределенности 
правой части уравнения (1). Операторное уравнение с большими зна- 
чениями мер обусловленноети В (А) принято называть плохо обуслов- 
ленными, а с малыми — хорошо обусловленными. Следует подчерк- 
нуть, что, например, при решении задач линейной алгебры значение 
В (А) является гораздо более важным критерием трудности решения 
системы линейных алгебраических уравнений Аи = | по еравнению 
с теми трудностями, которые связаны с высоким порядком решаемой 
системы или малостью ее определителя. 
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Например, матрица 

[1.....0\ 

21....0 

А = 2 1 . (9) 

| 0 21     
имеет определитель, равный |, однако эта матрица плохо обусловлена, так как у 
матрицы Д-! есть элемент 2^—". 

Если операторное уравнение окажется плохо обусловленным, то 
необходимо использовать дополнительную информацию количествен- 
ного или качественного характера о решении рассматриваемого опе- 
раторного уравнения, чтобы свести решение задачи к решению опера- 
торного уравнения, имеющего устойчивые решения. | 

2. Итерационные методы решения 
линейных операторных уравнений первого рода 

Итерационные процессы решения линейных операторных урав- 
нений вида 

Au = f 

заключаются в построении последовательности {и^} Е Е: 

u’t! — ©, (A, f, u®,u®", ..., ue") (=0,1,...), (0) 

начиная с некоторого начального приближения и?’ СЕ, такой, что 

иё —> А при k — oo. 
Итерационный процесс вида (10), когда функция и" считается 

зависящей от А, р, и*, и \, ..., ит, называется т-шаговым итера- 
ционным процессом. Если Ф, не зависит от К, то итерационный процесс 
(10) называют стационарным. Если вид функции Ф, по К меняется цик- 
лически с некоторым периодом №, то итерации называются цикличе- 
скими с периодом №. Всякая циклическая итерация с периодом № эк- 
вивалентна некоторой стационарной итерации относительно прибли- 
женных значений и, им, и?М, ud, ... 

Наиболее полно изучены и чаще всего используются в практике вы- 
числений одношаговые и двухшаговые итерационные процессы вида 
(10). 

Простейшими среди итерационных процессов (10) являются одно- 
шаговые итерационные процессы 

и"! = Ф, (А, ри’). (11) 

Если Ф, — линейная функция от и^, то итерационный процесс на- 
зывают линейным одношаговым итерационным процессом, 
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#12 СЕ — задано. Требуя, чтобы точное решение задачи (1) остава- 
лось при этом неподвижной точкой, т. е. чтобы 

—1 —l; 
; | B,A f= C,A i+ Wes 

получим, что В,, С» р» ДОЛЖНЫ быть связаны соотношением 

фи = Ны, | (13) 
где 

H, =(B,—C,) A”. (14) 

°Таким образом, линейный одношаговый неявный итерационный 
процесс (12), для которого решение исходного уравнения (1) является 
неподвижной точкой, можно записать в виде 

Вы и — + Нд = Ну (=0,1,...). (15) 
Очевидно, если выбрать в итерационном процессе В, == [и соот- 

ветственно Н, = A™', то уже за одну итерацию получим точное ре- 
шение исходного уравнения. Однако такой выбор операторов В, и 
Н, еще не говорит о том, что для получения решения уравнения (1) с 
точностью г нам придется затратить меньшее число действий по сравне- 

нию с тем случаем, если вести счет по формуле (15) с Н, 52 А! и B, él. 
Таким образом, задача состоит в выборе итерационного метода, по- 

зволяющего найти решение уравнения (1) с заданной точностью = за 
минимальное число действий. Эта задача обычно сводится к двум более 
простым задачам: о минимизации числа итераций и о минимизации чис- 
ла действий для нахождения решения каждой итерации. Поскольку 
А и] фиксированы, то произвольно можно выбирать только операторы 
В, и Н,,. 

При оценках качества итерационного метода величины, характери- 
зующие число итераций и число действий для нахождения решения 
каждой итерации, должны быть взаимосвязаны. 

Вид априорной информации о свойствах оператора А существенным 
образом влияет на использование и конструкцию того или другого ите- 
рационного метода. Особенно большое значение при построении ите- 
рационных методов имеет полная информация о спектре оператора 4 
или хотя бы информация о некотором множестве, включающем в себя 
этот спектр, информация о возможности представления оператора А 

т 

в виде А — У, Аа, если известна некоторая априорная информация 

a=! 

об операторах Ах (& = 1, т) ит. д. 
При конструировании итерационного метода операторы В, выбираю- 

тся Из условия минимизации числа арифметических действий, затра- 
чиваемых на одну итерацию, а Н, из условия построения быстросхо- 
дящихся итерационных процессов. При этом обычно задается некоторый 
класс $) операторов Н, и на нем строятся эффективные итерацион- 
ные методы. В качестве 9) чаще всего выбирают 9: {т,[}, где 
т, — некоторые числовые параметры. Очевидно, по мере расширения 
3 представляется возможным получить более быстросходящиеся 
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итерационные процессы. Однако множества 0, из которых выбирают 
операторы Н,, должны быть такими, чтобы ускорение сходимости ите- 
рационного процесса не очень усложняло счет по формуле (15) на каж- 
дом шаге. Выбор операторов В, обычно производят таким образом. 

чтобы В,' легко находились. Тогда неявная линейная одношаговая 
итерационная схема вообще может быть сведена к явной схеме 

ИН -_Н, (АР, Н,.= ВЕН, (=0,1,2, ...). 

Наиболее полно исследованы итерационные схемы вида (15), в которых 
последовательность {u*} может быть найдена из явных рекуррентных 
соотношений вида 

u’t! — u*— H,(Au*—f) (k=0, 1,2, ...), (16) 
где и СЕ — задано, а Н, — некоторая последовательность опера- 
торов, характеризующая тип итерационного метода. Для того чтобы 
существовали операторы Н,, дающие сходящиеся итерационные методы 
(16) для решения уравнения (1), необходимо и достаточно, чтобы это 
уравнение имело единственное решение при любом [СЕ (приложение 
теорема 16, $ 1). На вопрос о том, из какого множества % == В (Е) 
можно выбрать операторы Н, в сходящихся итерационных методах, 
отвечает теорема о возмущениях (приложение, теорема 15, $ 1), со- 

гласно которой достаточно, чтобы Н, 6% = {Н:|Н-—А "|< 
1h 

<|47 | 
Пусть р = u— uk — погрешность к-й итерации. Тогда 

= Te", (17) 

где Г, = | — H,A. Оператор Т, называется разрешающим оператором. 
Из (17) следует, что 

et! _ C,e% С, = ТУТ... То 

Следовательно, сходимость итераций для данной начальной ошибки =0 
зависит от поведения С,= при А — со. Очевидно, итерационный про- 
цесс (16) будет сходиться для данной начальной ошибки =? тогда и толь- 
ко тогда, когда в рассматриваемом пространстве С,=° —> 0 при К — оо. 
Значение =9, как правило, неизвестно, поэтому вообще легче исследо- 
вать поведение невязки 

rt — f— Au*® = Ae®. rt! = AT,A'1*, r**! = AC,A™'?®. 

TIpn AH, S M° = {te41/} HTepauHoHHyto cxemy (15) MOXKHO 3anHCcaTb 
в следующей канонической форме: 

yet! | 

Ви Aut =f (k=O, 1, ...), (18) 
Tritt 

где 12 СЕ — произвольный элемент. Такую одношаговую итераци- 
онную схему называют двухслойной итерационной схемой, так как по 
форме она совпадает с двухслойной разностной схемой для нестацио- 
нарных задач. 
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Для погрешности #-й итерации =^ = и — и^ имеем следующую за- 
дачу: 

etl __ gk k oa" 4 Act 0 (k=0,1,2, ...), &=u—w. (19) 
Е 

Задача (19) — задача об устойчивости по начальным данным. 

В, 

$ 3. МЕТОД ПРОСТЫХ ИТЕРАЦИЙ 

РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Метод простых итераций 
для линейного уравнения второго рода 

Метод простых итераций (последовательных приближений) для ре- 
шения линейного уравнения второго рода 

и = Ти + р НЕЕ (1) 
имеет вид 

= Тир (=0,1,2,...), (2) 
где № СЕ — произвольный элемент. 

Итерационный процесс вида (2) может быть применен непосред- 
ственно для решения уравнений второго рода, либо для решения урав- 
нений первого рода после их преобразования к виду (1). Если после- 
довательность {и”} сходится к некоторому элементу и, то и = Ши и 

Р-+ со 

будет являться решением уравнения (2). Чтобы в этом убедиться, до- 
статочно перейти к пределу при Ё - > со в соотношении (2). Сходимость 
метода последовательных приближений для уравнения (2) связана с 
принципом сжатых отображений. 

Если 

[< 1, (3) 
то оператор уравнения (1) будет оператором сжатия и в соответствии 
с теоремой 1, $ 1, его решение можно найти методом последовательных 
приближений (2), $ 1. 

С точки зрения линейных уравнений вида 

ли = Ти f, (4) 

сходимость метода последовательных приближений 

ИН = ТИР (k=0,1, ...) (5) 
связывается со сходимостью по норме ряда 

со _ 

— 1 (ОГ (6) 
n=0 

сумма которого (в случае сходимости) есть (^1 — Т)-1{ (приложение, 
теорема 11, $ 1). 
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Teopema 1. Ecau 

[A] >r (T) (7) 
(г (Г) — спектральный радиус оператора Т), то уравнение (4) имеет 
единственное решение, которое может быть получено как предел го- 
следовательности (5) при любом Ш ЕЕ. 

Доказательство. Пусть | А | >> г, тогда ряд. 

"Г (8) 
n=0 

(приложение, теорема 11, 5 1) сходится и его сумма paBHa (AJ — 7°) f. 
Применяя последовательно формулу (5), получим: 

= (ТИР =Х "Ти НАТА |= 
k—] 

= AT РГ. (9) 
1—0 

Так как ряд (8) сходится по норме, то Ит |^ ЕТ | < 1, т. е. 
R-+00 

nT + 0 при Ё- oo. 
Тогда из (9) имеем: 

lim u* = 3) ATT = (AI —T) f =u, 
R00 t=0 

т. е. и есть решение уравнения (4) 

Ли = Ти- f. 

Покажем единственность решения. Пусть кроме и существует у такое, 
что и = UN AV = Tv + /[. Рассмотрим г = и — о=0 

2= А Та == А "Га =... = м "Та =... 
Из существования предела 

Е 

Ул "Е +2 
n=0 

следует, что 2 == 0, т. е. и = 9. 
Таким образом, из теоремы 1, $ 1, и соотношения (3) следует, что 

метод простых итераций (5) сходится при любом начальном приближе- 
нии 10 СЕ и при любой фиксированной Г ЕЁ к единственному реше- 
нию уравнения (2), если выполняется одно из следующих условий: 

а) Рену Тв (10) 

6) 171. (11) 
В случае сходимости последовательности {и*} к решению уравнения (1) 
имеют место следующие оценки для = = и — ш!: 

ее — (12) 
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fe" | = | < [7 =, _ (3) 

[< |7 — т)" |] (14) 
Если выполнено условие (3), то имеют место следующие неравенства: 

jet лм, (5) 
jet carp lao] + EEA (16) 

Оценки вида (12), (13) следуют из неравенства 

e* = Te" | — T"e®, _ (7) 

которое получается, если из уравнения (1) вычесть соотношение (2). 
Далее 

ui — uw = Tu + f—u = Tu — Tu + u— uv = &° —Te® = (I —T) & 

ue? = (I —T) (2 — 19). Подставляя выражение для = в (17), нпо- 
лучаем неравенство (14). Из (14), если |Т|< 1, получаем неравен- 
ство (15) (приложение, теорема 14, $ 1). Оценка (16) может быть полу- 
чена следующим образом. 

Применяя последовательно формулу (2), находим: 

u® = T*y +. > T'f. : (18) 

Tak Kak |7|< 1, to (/— Т) ' существует (приложение, теорема 13, 5 1) 

ит = Ут, 

u=([—T)'f= > T'f. (19) 

Вычитая из (19) (18), получим: ~ 

e* =u—u* = > Tf — Tu, (20) 
i=k 

откуда 

ее Ут < рты -- ТА, 
Заметим, что если положить и? = р, то из (20) получим: 

let| < [7 АИ 
р 

Выбирая в качестве и? значение ; итерационный процесс (2) можно 
осуществлять по формуле 

= ТАТА... ТР (=0,1,2, ...). (22) 
При такой организации итерационный процесс носит довольно едино- 
образный характер и новое приближение получается из предыдущего 
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путем поправки к найденному приближению, но алгоритм не будет 
самоисправляющимся. Поэтому итерационный процесс лучше вести 
по формуле (2), где каждое новое приближение можно рассматривать 
как исходное и алгоритм носит самоисправляющийся характер. 

2. Влияние ошибок исходных данных 
на еходимоеть метода простых итераций 

Пусть оператор Т и элемент } в сходящемся итерационном про- 
цессе (2) заданы приближенно с ошибками 6, и 6, воответственно, т. е. 

\T—TI<&, [1-Я <. (23) 

Тогда итерационный процесс (2) будет осуществляться по формуле 

ИН = Ти -Р (Е=0,1,...), ШЕЕ. (24) 

Последовательные приближения (24) могут не сходиться к решению 
и уравнения (1), так как за счет приближенного задания исходных 
данных будет возникать неустранимая погрешность, и поэтому при 
помощи метода простой итерации можно получить приближенное 

решение и. 
Для последовательных приближений (24) будет иметь место не- 

равенство 

а ТИ, 
1—6, —17| 

Будем считать, что все последовательные приближения (и“} 
принадлежат множеству 9, на котором Т является оператором сжа- 

THA, uo = j. Из (2) и (24) имеем | 

ме < Ти — НИЯ (26) 
Откуда, учитывая (23), получим: | 

ТИ [+ 6,9 [+ 6 < 

Ты и а 1-Я в, = 

= Bla! — at] to = pty! — a] + fo +o = 
ЕТ... + Domo, 

где В=|Т]-- 8, = 6, (1—1 ТРИ 8. 
Итак, 

lim [м —и| < 8, = (25) 

АН < ато“ +& 
~ . 27 

1—0, —[ 78 “ 
Iu 
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Таким образом, оценка полной ошибки |и — u*+t!|| B cooTBercTBHH c 
(27) и (26) имеет вид 

Ни НН |< 

ec ATI + 6) A+ 8) 8170-1) +6; 
1—5,—|T| 1—5. —17| 

Откуда при А -> со следует (25). 
При практической работе информация о порядке полной погреш- 

ности итерационного метода часто полезна для получения качествен- 
ных выводов о том, е какой точностью разумно решать задачу. Из 
оценки (25) следует, что не имеет смысла стремление получить решение 
задачи (1) методом простой итерации с погрешностью &, существенно 
меньшей 0.. 

  (28) 

$ 4. МЕТОДЫ УСКОРЕНИЯ СХОДИМОСТИ ПРОЦЕССОВ, 

ОСНОВАННЫЕ НА ИСПОЛЬЗОВАНИИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИ 

ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Рассмотрим операторное уравнение 

Au =f, (1) 

где Д — линейный оператор, заданный в вещественном гильбертовом 
пространстве Н, А : НН, в СН, { ЕН. 

Остановимся на некоторых методах ускорения сходимости двух- 
слойных неявных итерационных процессов, которые существенно за- 
висят от типа информации известной относительно оператора А. 

Пусть А — самосопряженный положительно определенный опе- 
ратор, энергетически эквивалентный оператору В с постоянными ¥,, 
у», т. е. пусть выполняются соотношения 

А = 4* > 0, В = В* > 0, (2) 

В < А<т»В, 1.21, >0, (3) 

где (3) означает, что 

y, (Bu, v) < (Av, 5) < 1. (Вы, 9) для всех vCH. 

Рассмотрим итеращионный процесс вида 

yet) 
+ Aut=f (k=0,1,2, ...) (4) 

a 

с произвольным начальным вектором и ЕН. Для исследования схо- 
димости итерационных процессов вида (4) обычно неявную схему сво- 
дят к явной и используют результаты $ 2. Неявная схема (4) при вы- 
полнении и условие (2), (3) эквивалентна явной схеме 

= Тео" - течи, Теа = Г-— 1410, Е=0,1,2,..., © 
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где © ЕН — произвольный элемент, О и ф определяются соответст- 
венно равенствами: | 

1 ] 1 1 

р—=р, =В 2 АВ 2, p=), = * f при o* = B? ut, . (6) 

ИЛИ 
1 | 1 

“2 ply 2 2 р 2. 
D=D,=A°B A’, p=y,=A~ Bf pu wo = A’ u*. (7) 

В самом деле, так как В — самосопряженный положительно опреде- 
1 1 

ленный оператор, то существуют операторы В ?, В >, которые являю- 
тся также самосопряженными положительно определенными. Уравне- 
ние (4) эквивалентно следующему: | 

1 1 1 1 ] 1 

Beau = Вища В 7 AB В’ В 2. 
ОИ и tL 

Обозначая р, =В ° AB *, wo =B’ u', p=B *р сведем схему 
(4) к явной итерационной схеме вида 

ое = wo” — te41D,0" + Trip (k= 0, 1,2, ... ). (8) 

Из (8) получим схему (5) при р = Б:, ф =. 
Аналогично, записывая уравнение (4) в виде 

l ии т. tL 1 
A? yet! — А? и" — 141 (А? В "А?)А? Е ль А ? В+, 

от схемы (4) придем к явной схеме (5) при р =Ш., ф = т». В силу 
условий (2), (3) оператор В будет самосопряженным и удовлетворять 
условию 

vl <D<y,/. (9) 
Таким образом, если оператор А удовлетворяет условиям (2), (3), то 
неявная схема (4) эквивалентна явной схеме (5), которая соответству- 
ет уравнению До = 4 при условии, что известны верхняя и нижияя 
границы спектра оператора Д. 

Изучение сходимости итерационного процесса, осуществляемого по 
схеме (4), может быть сведено к оценке (при Е -— со) решения одно- 
родного уравнения 

cht] __ pk ь 
——— 8 =0 (=0,1,2,...) (10) 
Е 

для погрешности = = и — и. При выполнении условий (2), (3) не- 
явная схема (10) эквивалентна следующей явной схеме: 

kl k 
gett Trtiz, Troi = 1 — #410, (11) 

1. 1 

где р = р, при “= Ве, или р=р, при =“ = А? 2. 
Оценим |2*|: 

OR | _. 

12112, где А=Пт, 
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_` Если |Р,| < 9, <1, то для решения задачи (11) справедлива 
оценка | 

121 < 9, |[2°| (13) 
ИЛИ 

а а 
(В =, В? =)? < 4. (В? 20, В? =), 

1 1 1 

(Be*, a g, (Be°, ©°)* при “= В?“ 
И 

1 1 

(Дё“, =)? < 9, (А=°, =б) при ^=А* =. 

Таким образом, из (13) получаем следующую априорную оценка 
для решения задачи (10): 

|=“ [м <9,|= м, где М =В или М = А. (14) 

Отсюда видно, что через К итераций начальная погрешность =° умень- 
1 

шается в Ge раза. 
Е 

1. Стационарные итерационные процессы 

Пусть оператор А уравнения Аи = [ удовлетворяет условиям (2), 
(3). Для решения уравнения (1) построим итерационный процесс 

k+1_ ok 

B-——"— + Au*=f (k=0,1,2, ...), (15) 

где и СН — произвольный элемент, т = соп$. Для погрешности 
&* = и — u® Е-й итерации получаем однородное уравнение (10) при 
т,1 = Т = соп$ф, которое в свою очередь эквивалентно явной схеме 
(11) с оператором перехода Т = Г — тр. Так как Т — самосопряжен- 
ный оператор в гильбертовом пространстве, то 

[T]=r(T)= sup |1—A]. (16) 
ViSASY2 

2 
Очевидно, при 0 < т < — оператор перехода будет сжимающим опе- 

2 

ратором (|Т | < 1). Параметр т выберем так, чтобы оператор Т = 
= / — т) был оператором сжатия с минимальной нормой, т.е. найдем 
такое т,, которое доставляет минимальное значение sup | 1 — TAI. 

V1SAN 2 

Поскольку ф (т, А) = 1 — тА — линейная функция от А, то максималь- 
ное значение она достигает на одном из концов отрезка [у1, у.1. Функ- 
ция ф (т, Л) > 1 прит < 0 на отрезке [%,, у,] и монотонно убывает 

при т >> 0. Далее ф (т, у.) 20 при 0 < т < иф (С, 1.) < при 

T > у2‘. Следовательно, при некотором т, наступит момент, когда 

1— ty, = — (1 — ty). (16') 
Решая уравнение (16’) относительно т,, получим: 

t =-— (17) 
My +2 
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В этом случае, как легко видеть, 

Грозит ЭГ мы [= ETE = 9 <1. 
(18) 

Так как Т = Т*, то |Р,| =| 71" | =|ТЁ, и для погрешности г^ Ё-й 
итерации будет иметь место неравенство 

Ak Ry 0 — v2 — 19 |= [м<а [=], где 9 Ty ‚ М=В или М=А. (19) 

В частности, если оператор А уравнения (1} удовлетворяет условиям 

А = А*, < АЗ, >21 >0, (20) 
то для решения уравнения Аи = { может быть применен сходящийся 
итерационный процесс 

АН k 
ut! — y* — —~— (Au* — k=0,1,2,... (21) V1 т ( i) ( 9 9 9 ), 

который называют методом смещений или оптимальным линейным 
итерационным процессом. Скорость сходимости метода смещения бу- 
дет оцениваться формулой 

— jn te т \. о n Е (1 не) (22) 

Если число обусловленности оператора А В(А) = <2 со, ТО асим- 
1 

птотическая скорость сходимости метода смещений будет оцениваться 

величиной 

2 2 VU, (23) 
В V2 

а число итераций k, ApH KOTOPOM NepBOHayaJIbHaA OWHOKAa умень- 
l ¥ 

WHTCH B 5. раз, — величиной 

  18-0 (++) =0(- in(+)). (24) 
Если для самосопряженного положительно определенного оператора A 
известна только верхняя граница спектра у. = зир | А, |, то, выбирая 

к 

] © ee 

To = ‚ МОЖНО Построить сходящиися итерационныи процесс вида 
2 

yet yk — (Aut + f) (k= 0, 1, 2, «..), (25) 
2 . 

который называют простейшим итерационным процессом. Скорость 

сходимости последнего будет равна |п (1 — №. и при В = se со 
2 1 

о, и Е будут оцениваться соответствующими величинами 

] 1 | 
= , k>k(e) =0(Bin+), (26) 
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из которых следует, что метод смещений (21) сходится приблизительно 
в два раза быстрее простейшего итерационного процесса (25). 

Пусть оператор А уравнения (1) не является самосопряженным. 
Одношаговый стационарный неявный итерационный процесс вида 

(4) будет сходиться, если выполнены условия следующей теоремы. 
Теорема 1. Пусть А — линейный несамосопряженный оператор, 

энергетически эквивалентный оператору В, с оценками эквивалент- 
ности 1, Уз, Уз», т. е. для оператора А выполняются условия, 

ВА. <ьВ (А.= (А+ А“), 
|(В-'Азш, Анд | < ль (Ви, в), (А, = (A— AY). 

Тогда стационарный итерационный процесс вида 
yet 

| 

B———* + Au’ =f (k=0,1,2,...) т 

при значениях параметра 

1 — vs/(V¥1'V2 + Ys) т 2 У — 1 Fy = I, 9 FE 27 
° 1+ qV vs/(v1'¥2 + Ya) Vit Ye 9 72 7! С 

будет сходиться и имеет место следующая оценка быстроты сходи- 
мости: 

  T=T 

  

Ju—u" la < qt = в, (28) 
где 7 

- _ 9+ У уз/ (фо + Ys) — < 1. (29) 
q 1+9 У уз/ (11% + V3) 

Доказательство. Для погрешности == и — ци* будет 
выполняться соотношение 

e* = ([—tB'A)e"  (k=0,1,2, ...). (30) 
Покажем, что оператор Т = | — tB~'A aBanetca onepaTopom сжатия 
в Нв при т, определяемом формулой (27). Представим Т в виде 

Т = 01-1 (1—6) /— В" (А+ А), 

где 0 <9-< 1 — произвольное число. Пусть х — произвольный эле- 
мент из Нв, используя неравенство треугольников, получим: 

|(7— В" А) х|в = | (07 — «В А.) x | + | (1 —8)1— BA, х|в. (10 
Для оценки первого слагаемого в правой части неравенства (31) имеем: 

    

| (01 —tB™A,) xp <8 | I— BUA] | x Ie. (32) 

Tak kak T, = /— = В 'А, — самосопряженный оператор, то |Т,|= 

2 
— sup | (T 3) |) и на основании (16), (17) при = 

1 2 АТ, )Е$РТ, 
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норма 7, принимает минимальное значение 

ПИТ = ae (33) 
Для оценки второго слагаемого правой части неравенства (31) 

имеем: 
(B ((1 — 0) 1—tB™'A,) x, (1 — 0) /—tBA,) x) = 

= (1 — 0)? (Bx, x) + 7? (B-'A,x, A,X), | 

TaK Kak (A,x, x) = 0. 
Поэтому 

| (1 —8) 1 —tBA,) x5 < (1 — 8)? + Py)“ LM. (34) 
Итак, (31) — (34) приводят к неравенству 

1 

|T |e =|1—tB Als <p (0), rae @ (0) = 0g + ((1 — 8)? + 9,68) 
Найдем минимум функции Ф (0) при ту = 2 

Vi + Ye 

1—0 — 1079 
  ф' (0) — 9 — ] 

((1 — 0)? + тсузб?) 2 

Решая полученное квадратное уравнение относительно 0, найдем 

9. — 1 — %з/ (1% - %з) о = —————— 35 
1-9 У зз/ (Y1V2 + Ys) (35) 

и при т = 50, 
| Тр < (0) = ЕЕ у (36) | [в < $ (95) 1+ 47 ¥3/ (¥1¥2 + Ys) 

2. Чебышевский циклический итерационний процесс 

Пусть А удовлетворяет условиям (2), (3). Рассмотрим итерацион- 
ный процесс (4), когда параметры т, изменяются на каждом шаге ите- 
рационного процесса. 

Тогда в соответствии с (12) 

[21 < |, (2), 

где Р, (0) = ПА — *0) — операторный полином степени #. Так как 
i=l 

оператор Р самосопряженный и удовлетворяет условиям (9), то 

12.1 < „ах | & (|, Рь » -T a —x9. (37) 
te 

Ilapametppr T;(i = 1, 2,...) HaxXOJHM из условия минимума |Р,|. Таким 
образом, нужно найти полином Р›, (Р) такой, чтобы 

P, (0) — I, (38) 
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и он наименее уклонялся от нуля при ЁС [у:, yo]. Линейная замена 

> [(¥1 + Ve) + (Y2 — V1) х] (39) 

позволяет свести эту задачу к построению полинома Р, (х), наименее 
уклоняющегося от нуля в промежутке [—1, 1] и удовлетворяющего 
условию нормировки 

  

P, (21 | — |, (40) 
V1 — Ve 

Эту задачу решает многочлен | 

В =, |х| < 1, (a1) 
Г Vt Ye | 

Rk 
‹ У! — Ve 

где Т, (х) — полином Чебышева первого рода. Корни многочлена 
Ю, (х) совпадают с корнями Т, (х) и расположены в точках 

  

x, = cos Я (Т.А). (42) 

Корни многочлена Р, ({) расположены в точках tT; 

м2 № (Yet) Hs (43) 
ИЛИ 

2 
= (=1,^), (44) 

— V1 ~ (1+ 9x) + 9) 
(Vi + 1 у у, = 

— 2 —Ye7V1 gy . где № = Tar? 9 у. 2 м находится по формуле (42), при 

чем Tsk = T;- 

Максимум отклонения К, (х) при | х | < 1 будет равен: 

1   max |R,(x)|= 

  

  

—I<xgl ть V+ Ye ) 

V1 — Ye 

2 

1 ] к EVE ше +V q 97 

Veo Обозначая через В = у, ‚ преобразуем выражения 

ИЕ ЕЕ УВ У 
  

  

ВВГ то 
и lL Vp—!1 

14Y qe b= =9<l. 

Следовательно, 

2 291 тах | Ве <! (46) 
—Il<x<l _1_ b 1+9 

Е 91 

т. е. имеет место следующая теорема. 
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Теорема 2. Пусть оператор перехода Т; итерационной схемы (5) 

на каждом шагу определяется из соотношения Т; = [— т.) (1 = 1, п) 
и выполнены условия D=D*, yI<D<yl, Ye>¥1>>0. Toeda 

при значениях t, = ——%— 20e t = —— тт y pu f A ti 1 + 9x; ’ oO Yi + Yo ‚ 9 = \ ’ i= 

= cos $F ni = 1, й), шш|Т,| < 9, <1, где 
vy 

291 ИУ у. — У V1   де = 1S Vy Vy, 
1+ Ч“ Ye + VV 

Для величины = = и — и^ будет справедлива следующая оценка: 

[= [м < 9, {= м, где М = В или М = А, (47) 

а 4, определяется по формулам (45), (46). Заметим, что при А — oo 

2 
Ч = то < 

+> 
91 

I 
и первоначальная ошибка уменьшится в 5 раза, если число ите- 

раций 
2 

In (2 

k>k (6) = TTT: (48) 
In (+} 

91 

При В =-* > 1 
получим асимптотическое равенство 

9 = — Ing, = In— (+ ут) = (49) 

Поэтому при В —> со получаем следующую оценку для числа ите- 
раций А (5), при которой 4, < 6 

VB in 
(8) — o( Pee). (50) 

2 

Схему (4) с последовательностью параметров т; ( = 1, №), опреде- 
ляющихся по формуле (44), иногда называют схемой Ричардсона. 

Отметим, что для плохо обусловленных операторных уравнений 
(при больших В = у2/\1) в рассматриваемом методе (4) с набором па- 
раметров т, определяющихся по формуле (44), может происходить 
быстрая потеря значащих цифр в промежуточных и окончательных 
результатах, а также выход за разряды значений промежуточных ите- 
раций. Это можно проследить, если обратиться к неявной схеме (5) с 
набором параметров т,, определяющихся по формуле (44). 

Оценим 
I7;] =|7—tDl= sup |1—t Al, 

VS SVs 
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где т, = т,/(1 -- 9х;). Рассмотрим значение линейной функции 
ф (т;^) = (1 — т,А) на интервале [у., Ye] 

  

  

Imani = ie = 
i паг 

Отсюда, 

при х.>0, [ТИ = Е; 

при х; < 0, = И = Е 1+ 9(1 ар 

Поэтому, если х, < 0, # >> Ёь, где А, — наименьшее число, для ко- 
торого хь < 0, и выполнено условие 4 (1 - 2 | хи |) > 1, то 1< 

k 

< |Ть| < | Тю |. Значит, м 17:1 > [Тэг ®>1 и погреш- 

ность округления, появившаяся при определении и, будет увеличи- 
ваться с ростом Е от № до k. Для того чтобы сделать этот метод 
устойчивым по отношению к погрешностям округления, нужно упоря- 
дочить выбор параметров т, путем их перемешивания. 

Один из способов упорядочения параметров т; в формуле (44) за- 
ключается в следующем [41]. 

Пусть при фиксированном Ё < 2 (г — наименьшее целое число и 

такое, что А < 7’) число { — 1 (1 < Ех 77’) записано в двоичной си- 
стеме, { = б,, 6,, ..., 6, (здесь 6; равны либо нулю, либо единице). Об- 
разуем число o (i) = 6 "8,1 ... 001 -- Ги считаем, что т, предшествует 
Tm если o (Ll) <o (т). Это специальная перенумерация параметров 
как бы «равномерно» размещает их по величине, или операторы с нор- 
мой, большей единицы, «равномерно» размещаются среди операторов, 
уменьшающих норму ошибки. 

Второй способ упорядочения параметров т; в (44) при А = 2’ опре- 
деляется по следующему рекуррентному способу. Пусть при k/2 
установлен порядок номеров т; (тв,, То,› ..., То ‚) в соответствии с пре- 

2 

дыдущей процедурой. Тогда для Ё = 2’ порядок номеров т, определяе- 
тся следующим образом: 

(b,, bo, ..., 0.) = (6,2 + 1—0,,0,,kR+1—o,, ..., R+1—o,). 
2. 

Обычно при Р < 10 вычислительный процесс не требует специальной 
организации выборки параметров т;. Возможны и другие способы 
(см. [4], [5], [40], [42]) выбора параметров в чебышевских цикличе- 
ских методах. 

Отметим, что при А = 1,7 = а 
Vi 

смещений является частным случаем ‘нестационарного циклического 
чебышевского итерационного процесса. 

итерацион ный процесс метода 
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Из оценок асимптотической скорости сходимости рассмотренных 
в $ 4 итерационных процессов видно, что оператор В следует выбирать 
так, чтобы отношение у./у, было по возможности меньшим. 

$ 5. МЕТОДЫ РАСЩЕПЛЕНИЯ ОПЕРАТОРА 

При построении линейных одношаговых итерационных процессов 
вида (15), $ 2, операторы В, выбираются из условия минимизации 
числа арифметических действий, затрачиваемых на одну итерацию, 
т. е. должны быть экономичными по числу арифметических действий 
(например, по порядку ^ относительно В (А) при В -> со, или по числу 
арифметических действий на каждом шаге итерационного процесса) 
и такими, чтобы отношение чисел эквивалентности 5/7, B соотноше- 
нии (3), $ 4, было по возможности минимальным. 

В итерационных методах расщеплений сложился следующий кон- 
структивный способ выбора В,: 

a=! 

где В,» (я = 1, п) обладают более простыми свойствами по сравнению 

с оператором А исходного уравнения Аи = } (операторы Виа, & == |, п, 
Е =0, 1, 2,... легко обратимы и экономичны). 

Итерационные процессы методов расщеплений записываются в виде 

- yet! — u® k TP] Brg ~——— = — Au' +f, k=0,1,2,..., (2) 
a=! k+] 

где т, — числовые параметры. 
Схема реализации, соответствующая каждому шагу итерационного 

—1 — 
процесса (1), если предположить, что Ваз (& = 1, п, Е = 0, 1,2, ...) 
достаточно просто находится, может быть представлена в виде после- 
довательного решения уравнений с экономичными операторами Вьа: 

1 kt — п 
e n k k 

ВиЕ = F,, Е, = i] Begtt — TRL (Au —f), 
a= 

2 1 

Ри 
Brok = E ’ 

RE + 
ВьзЕ — E ’ (3) 

n—l 

| 
kp 

Br =— 7, Sul, k=0, 1,2, 
Отметим, что для одного и того же.итерационного метода (2) можно 
построить целое семейство алгоритмов, реализующих этот метод, и 
тем самым осуществить выбор наиболее удачного алгоритма с точки 
зрения объема вычислений на каждом шаге, лучшей устойчивости к 
ошибкам округлений, удобства программирования и т. п. 
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Особо большое значение уделяется специальному выбору операто- 
ров В„, когда оператор А уравнения Аи = { положительно определен и 
представим в виде 

А = У Аа. (4) 

Тогда полагают, что 

В, = 1 (Г 0 Ао) (Е =0,1,2,...), 
a=1 

ГДе ор» (© = 1, п) — некоторые числовые параметры, или 

В, = П (Р-+оь Ао) (k=0,1,2..-), 
a=1 

где Р — некоторые положительные операторы. | 

Итерационная схема метода расщеплении записывается в виде 

TT (- ош Ао) (и — u®) = — te (Au® —f), R=0,1,2,... 6) 
a=! 

и содержит (п -- 1) произвольных параметров т», 0х (& = 1, п), кото- 
рыми можно распорядиться для оптимизации вычислительного алго- 
ритма на каждом шагу (Е = 0, 1, 2, ...). 

Рассмотрим важный частный случай метода расщеплений, когда 

И A=A,+A,>0 | (6) 

Troi = бА+-1,1 -Н 041,2. (7) 

Итерационный процесс метода расщепления будет иметь вид 

НЙ — и 

Vet} 

Уравнение (8) эквивалентно уравнению 

2 к 

П ((- была Аа) + Au*=f (k=0,1,2,...). (8) 
a=! 

2 

И (Г-- дыра Аа) и" "" = (1 —бьы2 Аа) ({ — быль) и" + 

-- (бел - 9041,2) ] (9) 

или, если операторы (Г -+ са Аа)" (& =1, 2), (Е =0, 1...) су- 
ществуют, то 

u®! — (TA On 41240)~ (I + выра " [ — бьи2А,) (1 — ыы А,) + 
- (бела -- бе) Й (=0,1,2, ...). (10) 

Возможны различные схемы реализации итерационного процесса (9). Приведем неко- 
т 

торые из них при 0}; 11 = бы 1,2 = = = 0,,, (cm. [4], [15], [27], [50], [84], [95], 

96]. 
а) 

АР > k 
(Г-- 41 А, и = (Г — 9-14) и + б-р



1 kp , 

uwo€ H, k=0,1,...; 

6) обобщение схемы (11) при 

911,1 + O41,9 = Trepp 

| АН Е 
(Г - 444,141) 4 = (7 — 94-1142) и + Opti ah 

] | (12) 
#+- — 

(f+ On 41,24a) yet! (Г — 011,21) и ? + Spt sof: 

B) 

kt 
(i + 011) u = И — On+1 (А. А.) + O54 Arg] и + 26p44f, (13) 

i k+ > 
(/ + 0% 142) yet! >= Ц 2 > 

©) 

1 k+. — 
(+ 0,440 7 =o, | (14) 

1 kt yet! ие — 2044.10 2, 

д) 
1 

т > k (ори © =U — O44, Ay) w+ 20, hy 

et Mt 
(/ +- Op4 1 Ae) и = (1 — 04114) u + 26 p14 1F 2» (15) 

f=fitf.» k=0,1,2,... uCH; . 

Схема вида (11) является неявной относительно вспомогательной неизвестной 
1 

k+ > 
и 2 и искомой величины и? ЕТ, т.е. переход от #-й итерации к (& -{- 1)-й осуществля- 

ется при помощи двух шагов. Исключая в (11) и 2 и учитывая перестановочность 
— 

операторов (Г -- 0. А) И 1 — 6,4, :Ал, получим (9). 

Схемы (12) и (13) после подстановки промежуточных величин приводятся к виду 
(9), а схема (14) к схеме вида (8). Схема (15) эквивалентна схеме (11) относительно 

  

1 
, a +5 4 yktl 

новой переменной, которая равна полусумме соседних приближений — о. 

l 3 
Е R+ > k+1 2 k+-> k+l 2 u и 2 Если обозначить - + через @ ‚ай и через «1, 

го, сложив уравнения (15), а затем второе из уравнений (15) с аналогичным урав- 

e+ > k нением для и получим схему вида (11) относительно 11. 
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1. Сходимость метода расщеплений для уравнений 
с самосопряженными и несамосопряженными операторами 

а) Анализ сходимости в коммутативном случае. 
Проведем исследования схемы расщеплений вида 

п k+l ий 
П (1+ была Аа ————- + Au* =f (kR=0,1,2,...), ©) 
a=! Е 

когда самосопряженный оператор А уравнения Аи = | представим 
в виде 

n 

A = У Ag, 
a=1 

где Ag (a = 1, п) — самосопряженные положительно определенные 
перестановочные операторы, определенные в гильбертовом простран- 
стве Н и отображающие элементы этого пространства в элементы это- 

го же пространства. Таким образом для Аа, (% = 1, п) имеем: 

Ag = Aw ты < Аз < Ме, т„>0 (а =1, п), (16) 

А.А, = АА, (l,s=1,n). (17) 
Из условий (16) и (17) следует, что 

п 

Асф = АА ф (& =1, п), Ар=Аф, УХ А® =), (18) 
1 a= 

т. е. Аз (а = 1, п) и А имеют общую систему собственных функций, 
образующих в Н ортонормированный базис. 

Функция погрешности = = и — и^ итерационного процесса (5) 
удовлетворяет уравнению 

П (Г -- оо) (e*t! =) = ла Де (k= 0, 1,2, ...) 
a=! 

ИЛИ 
к k — 

& vi = Теле = Trail f° — ... = Triil, ... Т!=5, (19) 

где 

Т=1—т,(П (1 - ож А.) A @(=1,9, ...). (20) 
a=! 

Собственные значения оператора Т; (i = 1, 2, ...) будут задаваться 
формулой 

4 (T;) = 1——___ (21) 
IT (1 + Cig) 

a=l 

и так как Т; — самосопряженный оператор, то 

  

TX 

I] (1 + Sigh”) 

a=! 

  T=, sup A) | = sup | 1— (22) pe МТОЕЗРТ, 

11 7-394 | 321



Очевидно, при 0» >> 0, t, > 0 (A= 1, n, i = 1, 2, ...) onepatop T, 
будет оператором сжатия, если 

IT (1+ oA) > @=1,2, ...). (23) 
a=! 

Достаточным условием выполнения неравенства (23) будет следующее: 

Cin > > > 0 (a = 1,1 n, i=1,2,...), (24) 

так как 

1 > uy, 4 (a) (1+ a" )>oz, 
Таким образом, имеет место следующая лемма. 

Лемма 1. Если коммутирующие операторы Аз (а =Т, п) удовлет- 

воряют условию Аа = Аз > 0; то все собственные числа операторов 
Т; вида 

п 

Т,=1— 1, (IT (Г -- ом Аа)" А (25) 
a= 

npu 
Vi 

Cia 2 > > 0 

по модулю будут меньше единицы. 
Таким образом, при выполнении условий (16), (17), (24) итерацион- 

ный процесс (5’) является сходящимся. Условия (24) дают широкие 
возможности для поисков оптимальных с точки зрения быстроты схо- 
димости итерационного процесса (5) значений параметров оз, т;. Наи- 
более полно задача оптимального выбора параметров ох ит, исследована 
для частного случая итерационного процесса (5), когда.п = 2. 

Пусть 

A=A,+A,, Aa = Ao, то! < Аа < Мы, Та > 0 (a = 1, 2), (26) 

01 +02 =T, >0 (i = 1, 2, 3, ...). 

Для погрешности = = и — и* итерационной схемы (5), исходя из 
(10), получим: 

где | 
—1 —1 

T,= (1 +0242) (f+ 01A)) (1 —oA,) (I — on A,) 
(i = 1, №). (28) 

Учитывая, что 

(1 —o,.A) (1 — 0,4) 

(1 + о) (1 + Oj.) 

  (i = 1, &), 
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из (27) для &* получим оценку 
Е 

[2 | < 49| =], 
где 

Ё (1) (2) 
1) 42 1) 4 (2) (1 — ojh'") (1 — 0,4") 

Ge = max |, (A, 4%), D, (A, A) = TT] Tt TH 
Пт, М,] j=l (L$ OA’) (1 ор^”) 

А) [т,М,] 

  

(29) 

Параметры си, 02 выбирают так, чтобы функция Ф, (^°, ^?) была 
функцией, наименее уклоняющейся от нуля. В результате приходим 
к следующей задаче минимакса: найти такие положительные числа 
би, бе (1 = 1, Е) и число К = Е (®) (0 <= < 1 — любое число), при 
которых достигается | 

(Log) (1 — 6,4) 
  min max 

30 

^2) т.м, ] 

Один из способов решения этой задачи заключается в следующем. 
Заменой переменных 

(М, — m,) t + mem r2) ee Metis 

H3MeHeHHe aprymentos dbyHkunn @, (A, 4) mpusogutca K oTpesKy 
[—1, 1]. 

  
  

    

Тогда , 

| ©, a, №) — П (xs; + ¥ + mtb И. уха’ GD 

где | 

т бит: "МЕТ" 
Г; — (М, == Oi Th = ie —6, —1<t, 2<1. 

Если принять г и $ за независимые случайные величины, а г, и соответ- 
ственно $, — за значения этих величин, получающихся в результате 
независимых испытаний, то задача (30) может быть сведена к отыска- 
нию дробно-линейной функции (31), у которой вероятность отклоне- 
ния от нуля минимальна. Для вычисления оптимальных параметров 
си, 02 получены следующие формулы [20]: 

2 {ху жб — 1 — 2х 312 [ЕК (р’)]} 
  

  

9и = М, —т,) Во — Оз [ЕК |154 —6) '’ @3) 
Oo = 2 {у ох 1 — х — 2х зп? [ЕК (р’)]} _ (34) 
В (Mi, — m,) {2% (6 — 1) sn? [E;K (p’)] + % — 1 + xy6 — xb — xy + yy’ 

где х, y, 6 onpenensiotca по формулам (32), ы=- ЕТ ( — целые 

числа, циклически меняющиеся от 1! до #), р’=2Ух[(у - 8х)? — 
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! | 

—(1—»)?] °, К(р’) — полный эллиптический интеграл, sn(x) — 
эллиптический синус. 

Попутно в [20] установлен следующий факт: если границы спектров 
операторов Ах (% = 1, 2) совпадают (М, = М», т, = ть), то ва = 
= 072 = O;, 

  o.= 2 y—sn?[EiK (p’)] (y — М, | т, (35) 

Ot М — т v+(y—1) sn? l&K (p’)] —¥ M,—m, /’ 

re М — т, 

p= M, +m 

и значения ©,, определяющиеся по формуле (35), будут теми значени- 
ями, при которых наименее уклоняется от нуля функция 

1 — о А 
И ОНИ (36) 

1 1 а; ni) ‘= 

при m <A" < M,. 
Определение параметров Ojg NO формулам (33), (34) связано с до- 

вольно громоздкими вычислениями, а поэтому оправдывает себя, если 
приходится решать много задач одного и того же класса. Кроме того, 
строя другие более грубые способы выбора параметров о» в итераци- 
онных процессах вида (5), можно провести сравнение с итерационным 
процессом при оптимальном наборе параметров (33), (34). 

Остановимся на некоторых более грубых способах выбора парамет- 
ров ба (i = 1, 2, ...; a = I, 2). 

Пусть границы спектров операторов A, и А, совпадают (т! = ть, 
M, = M,). Для выбора параметров ол, 6; при условии, что ви - 
-- 0;2 = т, > 0, нужно решить задачу на минимакс для функции 

к 

IT | @, (a), | (37) 
i=] 

rye 

1—o, (AP) 1 aA (I) 
P.O") = 1+ o,,a'? Lt oj hl!) 
  (38) 

Параметры од, 0;2 входят в (37) симметрично. Если положить ви = 
— 0:2 = 0, ТО задача (37) может быть заменена следующей задачей ми- 
нимакса: 

к 2 
— (1) 

min max $Ф,0®), (4%) = П [41° |, (39) 
{9;} Пт, М,] [=1 Г - ой, 

re O<m, < M, < oo. | 

Частное решение задачи (39) содержится в работе [15], [95] и ос- 
о 1 

новано на задании некоторой величины 4, так, чтобы тах Ф, (^°°) < 
< (4, а затем определяются возможные значения числа Ки пара- 
метров от, 0», ...,0,, соответствующие этому условию. Исследование 

324



быстроты сходимости итерационного процесса (8) осковано в этом 
случае на следующей лемме: 

Лемма 2. Пусть ф (в,х) = т ох = — функция вещественных перемен- 

ных 0, х с областью определения 09 < а< х<Ь< о, 0 > 0 ипиуств 

9 = min max | ф (0, х) |. (40) 
Тогда 12°) — 

: 1-V + 
4 = Ф (6%, а) = [Ф (6ь, 6) | = ——_-—.,, (41) 

а i+ VY = 
20e i 

бо = У (42) 

Доказательство. Для любого о >> 0 функция ф (с, х) стро- 
го монотонна при х Е [а, 6], причем ф (в, 0) = 1, ф(в, -- oo) = —1, 
следовательно, ф (с, х) < 1. Если с возрастает, то ф (в, x) убы- 
вает для всех х_>> 0; ф (, х) =0, если ох = 1. Отсюда ясно, что 
тах | ф (с, x) | будет минимизироваться для таких о, при которых 
x€[a,6] 

(9, a) = — Qo, 65). (43) 

Основываясь на (43), получим уравнение для определения с 

| — оа 1— ob 

er en _ 9 
т.е 

1 
Од = ——=. 0 V ab . (45) 

Из (44) и (45) получаем (41). 

Возвратимся К задаче (39) mpu A Е [пи, М, |, ти >> 0. 
Разобьем интервал [та, М.]на № подынтервалов [%, &], [&, Ь],. 

‚ [ль №м| (КВ = ть, В = М) таким образом, чтобы на каждом из 
1 — ok 
1+ ojA 

не превосходила заданной величины 4 < 1. Для этого, как следует 
из леммы 2, должно выполняться соотношение | 

1 

  

подынтервалов при оптимальном значении 0; величина тах 

ery $751, 

  

  

  

  

  

  

  

о =. 46 
И (79) 

Тогда 

ge = (1 — УИ А НУВ Е) 
р ] -- Ч» 2 

ИЛИ т. = | —— ! . 
] 1+ 4 

Откуда 

_ al = (EY Gs — 1% \" 47) 
/ 1—9] | 1—9). "ee 1—9, 11 (



Пусть К — минимальное число, при котором 
] ‘ \ck 

as я m, > M,. 

  

  

  

  

Тогда 

In a 

> : 7. (48) 
2 In 9% 

Если ввести В рассмотрение среднюю скорость СХОДИМОСТИ Оср = 

1 l 
= —lIn ——, TO 

Rk. I , 

la 

2 In ae 

] , 9 , 

Ор = — | In ge > 7 © In Gr. (49) 

In 1 
т 

, 

1 — q р 

Функция п— д достигает максимума при 
1+ Tr Tp 

да д =" 2 — 1 == 0,414. Значение 4, == 0,414 является наилучшим 
для предложенного алгоритма, причем в этом случае 

1 — Ч, , 

= Gr. Отсю- 

  
Up > —— In? (V9 — 1) (50) 

In My 
т 

и тах @,(A") <VY2—1. 
| Пт, М,] 

Таким образом, использование данного алгоритма предполагает цик- 

i периодом К - п (j= лический с периодо > п (39d) еребор параметров о; (]   

= 1, А) в итерационном процессе вида 

(Г-- оны 1) (Г она) и" = (1 ва А,) (1 — 941 A2) и! ++ За, (80 
j=0,1, ... 

Параметры о; определяются по формулам (46). 
Для реализации итерационного процесса (51) можно использовать 

схемы методов расщеплений (например, одну из схем вида (11) — (14)). 
Отметим, что если коммутирующие операторы А.:, А, имеют раз- 

личные границы спектра, то путем дробно-линейного преобразования 

переменных ^^) и ^® можно свести к случаю, когда спектры опера- 
торов 4А:, А, принадлежат одному и тому же отрезку. Так, например, 
вводя новые переменные х и у, по формулам [4]: 

д ОР МУР. (52) 
9—гх ' а гу 

825



где 

  

         

  

—_ 5—E r— M,— M, + (М, - М.) р 

P= SpE? T= 2м, М, 

$ — М. (М, — т,) Е = 

М; (М, - т) ’ 

получим, что а<х, у<| (a = j- 

рассмотренному выше случаю (39). 

9 

  

(M, — m,) (M, — m,) 
  

ЕЕ 

(М, - т.) (М, - т) 

>0), и задача сводится к 

Разные авторы [4], [71], [98] предлагали другие приемы частичного 
решения проблемы выбора оптимальных параметров ох, т,. Один из 
наиболее простых приемов заключается в следующем. 

Считают параметры оз», т, постоянными (0х = 6, т, = т) и пола- 
гают, что | 

т 

где 

0<т<^(4А) < М(М=мМ, + М,, т=т-+ т). (54) 

Тогда итерационный процесс вида 
2 | | 

I (+ oa) + Au*=f (k=0,1,2,...) — (55) 
a= 

на основании леммы | будет сходиться. Оценим скорость сходимости. 
Для этого рассмотрим функцию 

  | — х 
Ф (У) = у 

где x= 0A", y= od, 

my _M, 
= ———— Х > —— = p,; Qa, = 

“1 V Mm < < V Mm 1 2 

Тогда, исходя из (28), 

17] 
y€[a,b,] 

    

I—y 
Гу ' 

ть М. __ 

< sup | (x, 9) |. 
x€[a,6,] 

Функция ф (х, Y) MOHOTOHHa pH x > 0, y > 0 и может достигать 
своего экстремального значения на границе области определения х и и. 

М,     

  

. М 

Найдем $ (тт, ут)" (УЖ / 

Ия. 
У Мт 

ти»   

    

[ут , Ум) = М mM, , 

1+ V 44 mM 

M , MM, V+     

(Fam? Vane) ~



М 
При В; = т; 1 

* ya vas )~ 1 —2V ar 

(ут, Var)=!— 2 Fe ae 
Tak Kak M = M, + M,, To M? > 4M,M, u асимптотическая скорость 

  

  

сходимости итерационного процесса (55) при в = тли будет не мень- 
т 

  

| 2 
ше чем —— , В _ М 

VB’ m 

2 т. от. 66) а VB М 

6) Анализ сходимости метода расщепления в некоммутативном 
случае. 

Проведем исследование схемы метода расщеплений вида 

Td 4024 ) a + au! =f (k=0,1, ...), 6, +5,=t>0 

(57) 

при условии, что операторы А» не коммутируют, но удовлетворяют 
условиям (16), т. е. оператор А будет самосопряженным и положи- 
тельно определенным. 

При выполнении условий (16) уравнение (57) эквивалентно урав- 
нению вида (9) и (10) с об = ба (& = 1, 2), ль = т. Для доказа- 
тельства сходимости итерационного процесса (57), исходя из (10), за- 
пишем уравнение для & = и — ut 

+ (1 +0,A,)~ (I + 6,A4,)~' (I —0,A,) (I —0,A,) &* (k == 0,1, 2,...). 

(58) 
Ilyctb 0, = 0, = =. 

Уравнение (58) запишется в виде 

г = (в) = ТН (0) = (k=0, 1,2, ...), (59) 

где Т (©) = (Г -+ оА 2) (I + 0A.) (I — oA,) (I — 0A,). 
Оператор Т (0) подобен оператору 

T (0) = (1 + 5A,) T (0) (1 + 0A,) | = Ty (0) T, (0), (60) 
rae Te, (0) = (1 + 0A) (I—oAg) (a = 1, 2). 

Для спектрального: радиуса г (Т ()) справедлива оценка 

г(Т (0)) <|Т (0) |< Т, @ ИТ, ©) |. (61) 
Рассмотрим схему 

"К = Та (а =1,2; Е=0, 1,2, ...). (62) 
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Запишем каноническую форму схемы (62) _ 

г“! — ke 
Ba 50 +Agz-=0 (k=0,1,2,...), (63) 

где By = (1 + o0A,) @ = 1, 2). 

Представим Во в виде Ва = (Аз. +1) Ag (a = 1, 2). 
Учитывая (16), получим: 

- 1 
Аа < Ви < (ai + с} Аа (= 

ViaBa < Aa< «Ва (a = 1, 2), “a (64) 

m | М 

Y20n = I+ om, » Via = ГЕ ом, . (65) 

      

ИЛИ 

Из неравенства (64) следует (см. 6 4, (15), (17)), что шё | То (©)| до- 

стигается при 

  

  

  

2 2000 = у (a = 1, 2). (66) 

Откуда 

Ma Мо 

"0a I + бота, т 1 + бо Ма =i, 

1 
Обо —= V mM, (67) 

И . . - 

1—Ym,/M 
inf | Tg, (o) | = inf} (I + 0A) (I —oAa) | = a int] 7a (0) = inf|( + oa)” I —oAa) |= ——- ae. 88 

Следовательно, для итерационной схемы (57) при 01 == в, = —- = 

1 

7 УМ, т, 7 V mM, 

le"I<g'le"] (&=0,1,2,...), (69) 

  

имеет место оценка 

где 

1 — у m/M,  1—Vm,/M, 

1+ V m/M, 1 +- Ут»/М, 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (16). Для итерационной схемы 
l 

(57) npuo, = 0, = — = ———— = == имеет место оценка (69). 
2 УМ, т, 

В частности, если операторы Ах (« = Г, 2) удовлетворяют услови- 
ям (17) и т, = т, М, = М., то для погрешности = итерационной 
схемы (57) при | о 

< 1.   9 — 

  

т 1 
О1 — Оо = 5 — 

2 у Mym, (о) 
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будет выполняться неравенство 

  

[21<9“|=] (=0,1,2, ...), (71) 

т 1— | М. 
  (72)   a= И 

Скорость сходимости схемы (57) будет оцениваться величиной 
ee о —_—— ee 

1 — т Ty 
v= — = —2In| 1 = —- = (73) 

NV ir : И 

4 т 
= 4 И —. (74) 

УВ, у My 

_.. Для операторов Аз (« = 1, 2) с сильно отличающимися границами 
спектров 1, 7, М:, М. можно получить следующую оценку для вели- 
чины д в неравенстве (69): 

  

      

  

  

     и при В, = 

  

  

  

  

  

  

1— he 
(75) 

Mio ee a wi 

В самом деле, при о; = Ta (i = 1, 2) 

mi 
—1 1— М 

То) =Е- о) (— в) |< 49: = ==. 
| и i 

Пусть 5 означает номер, для которого д = пит (91, 492). Тогда 9; < 1 
для всех т, о, т, М; при 

  

    

Co = ——. | 76 

Г тоМю (78) 

| | 1 — 0 

Значит |Т, (0) ||Т. (в) | < Mio ‚ т. е. для величины 4 спра- 

ведлива оценка вида (75). 
Отсюда следует, что метод будет сходиться; если даже один из опе- 

раторов положительно полуопределен (т; = 0), а второй — положи- 
тельно определен. Асимптотическая скорость сходимости итерацион- 
ного процесса (57) будет характеризоваться величиной 

mj 
Uz 2 V i , (77) 

 



в) Анализ сходимости метода расщеплений для уравнений с неса- 
мосопряженным оператором. 

Пусть в уравнении Аи =} оператор А удовлетворяет условиям 
A = A, + Ag, rae 

Ag > Mal, m>0 (a=1, 2), (78) 

[| Aqu |? << Ma (Au, u), Me>O0 (a=1, 2). 

Исходя из (58) для погрешности = = и — и^ итерационного про- 

цесса (57), если предположить существование операторов (1 -+ оА1)", 

(1-- оА,) ', получим уравнение (59). 
Вводя в рассмотрение 

= (+ о А, =", (79) 
из (59) имеем: 

2° = Г.Т, |, (80) 

где Та = (1- оАо) '((—оАо) (@&=1,2). 
Оценим | То | (& = 1, 2) при < >0. Для этого рассмотрим 

(Г -Е оАо) ир = uP + 206 (Ави, и) - 0*| Ави < 
< (та + 20 + 0*Мо) (Аои, и), (81) 

(7 — GA) uP = [uP — 20 (Agu, u) + 0? | Ави р. (82) 
Вычитая (82) из (81), получим: 

40 (Ави, и) = | (Г-- Аа) и — (Г — Аз) и Ро 
ИЛИ 

| — оДа) и = | (1-Е оАз) и — 40 (Ави, и) < . 

40 — ] 2. 

< (1 (то! -- 20 +- Мио?) Ji + oda) и 

Если обозначить (1 + 0A.) u = 9, тогда 

(1 — Аа) и = (I— Ag) (I + Аа) и, 

  

  

  

  

  

  

т. е. | 

< [1 тия) 
m, + 20 + M,o? 

ИЛИ 

7 <1— го -ь© @=19 “ns m=! + 20 + M,o? я о’ 

и 125 ИЛ ©) 1, ©) 12° "| 
Учитывая, что }» (0) достигает тах при в = 00а = ——=-—— HU fa (Ore) = 

Wait 

1 — V bc Me R 
=, Ёа = ‚ для оценки |2 || имеем: 

l+V tq Мо | | 

] 

ь 1-Е 1-Е м в | 
2 |< м. — 2 . (83) 
ets НЕ 1+ V Es de 7 
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При т =m, M,=M, u o= 

  

———_ асимптотическая скорость 
VmM, ” | 

m „= м, (84) 

т. е. в два раза медленнее случая самосопряженных операторов 
Ао, (& = 1, 2) (см. 74)). 

сходимости будет: 
  

  

2. Принцип регуляризации 
в построении итерационных методов расщеплений 

При построении итерационных методов расщеплений оператор В 
можно выбрать из некоторого допустимого семейства операторов, 
энергетически эквивалентных оператору А, но так чтобы при этом вы- 
полнялись принципы, положенные в основу выбора операторов В в ме- 
тодах расщеплений: экономичность и максимум отношения оценок эк- 

вивалентности операторов А и В, т. е. чтобы величины 7 достигала 
, 2 

по возможности максимального значения. 

Пусть оператору А = А* >> 0 поставлен в соответствие некоторый 
энергетически эквивалентный оператор К, самосопряженный и поло- 
жительно определенный 

тю < АХ МВ, М> т->0, Ю = К*> с, © >0. (85) 

Тогда оператор А можно представить в виде 

R=R,+k,, (86) 
* 

rye R, u R, HeNepeCTaHOBOUYHHI, HO COMpPHAXKeHbI Apyr c Apyrom (Rk; = Ra), 
т. е. 

(Ю1и, и) = (Кьи, и) = > (Ru, u). | (87) 

(Например, если Ю — симметричная матрица, то это соответствует 
представлению симметричной матрицы в виде суммы верхней и ниж- 
ней треугольных матриц, а поэтому неявная схема вида (89) получила 
название попеременно-треугольного метода [4], [70]). 

Если Ю\ и Ю. экономичные операторы, то полагают, что 

В = (Г оК,) (Г- оК,) (88) 
и схема метода расщеплений будет иметь вид 

+1 yet! _ м" k 
(I + oR) (f + oR) oO Аи = |. (89) 

Предположим, что удалось указать такую постоянную с1, что 

| м < —+ (Ru, u) (90) 
для всех иЕН. 

Для оценки быстроты сходимости итерационной схемы вида (89) 
следует определить постоянные эквивалентности операторов А и В. 
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Для этога сначала определим постоянные эквивалентности операторов 
Юи В. 

Оператор "> = (1 + okR,) (/ 4 oR,) MOXKHO представить в виде 

= (1 —oR,) (I —oR,) + 20 (R,; + Ro). 

(I — oR,) (I —oR,) = (1 —oR,) 7 —oR,)* > 0 
Так как 

то 
B> 2oR. (91) 

С другой стороны, 
B=1+0R+0°R,R,, 

причем 

(Ri Rw, u) = (Кьи, Ки) < = (Ки, и), 

Следовательно, 

(Ви, и) < <(-- toto ) (Ru, u). (92) 

Из неравенств (91), (92) находим, что 
—1 

(4. + 4) BoR<—~ В. 
С ' 

  

Параметр с определяется из условия максимума отношения оценок 
эквивалентности операторов А и В, т. е. из условия минимума функции 

я (1 -- соб + с ra eu | 
  B(o) = 

Так как 

М CoCo — 4 
“A ° 92 
  В" (©) = ? 

8тсо 

то при в. = —=—, B" (o;) =0, В" (9) > 
Таким образом, 

1 (0) В< А< т, (0%) В, (94) 

aA 

MCy 
Ч) = —— ’ Oo) = —— , = 1: (6) 2d 4V a Ye (0) Wn? 17% 

В частности, если рассмотреть итерационный процесс (89) при 
2 2 

Усос: 

где 

Мо £0 (95)   

  a T= T= (96)   
V1 (So) + V2 (Go) ’ 

то быстрота его сходимости будет оцениваться при помощи следующего 
неравенства: 

м = и им < 9*[= м, М=А или M=B, (97) 

%ь (00) — 1: ©) _ М 2т Учфм 
V2 (So) + V1 (Fo) (M + 2m) Ут + M 

Имеет место следующая теорема. 

    9 = (98) 
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Теорема 2. Если выполнены условия (85), (86), (90), то итерацион- 

ная схема (89) при в = о, т ЗУ ту т) = 
CoC о (т -- МУ | 

(М—2тУ т М>>0 сходится в Нд и Нв так, что имеет место 
оценка (97), (98). 

Переход от и^ к и*+! для схемы (89) с факторизованным оператором 
можно осуществить с помощью одного из алгоритмов вида (11) — (14). 
Различные модификации метода регуляризации содержатся в работах 
[4], [70] и др. 

  

  

$ 6. ОДНОШАГОВЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ, 
ОСНОВАННЫЕ НА ИСПОЛЬЗОВАНИИ 
КВАДРАТИЧНОГО ФУНКЦИОНАЛА 

В вариационных методах задача отыскания решения уравнения 

Au = f (1) 
сводится К задаче отыскания микимума некоторого функционала 
Фм (9), который строится на основе использования квадратичного 
функционала | 

Ом (0) = (M (u—v), u—v) (2) 
с самосопряженным положительно определенным оператором М и от- 
личается от него лишь неизвестным постоянным слагаемым. 

Заметим, что 

Ом (0) = (М, г), (3) 

где & = и — 9, и — решение уравнения (1), о — произвольный эле- 
мент из Н, достигает минимума, равного нулю при 9 = и. Квадратич- 
ный функционал (3) называют функционалом ошибок и его можно 
рассматривать как квадрат унитарной нормы для элементов вида 
и — v. | 

Различные итерационные методы отличаются выбором оператора М, 
способом минимизации м (5) на каждом шаге итерационного процесса. 

Пусть о = © -- ть где t, ФС Нм, т — вещественное число. Рас- 
смотрим производную от функционала м (9) по направлению Ёв точ- 
ке ®«, т. е: 

90 (и) lim Q(o+tt)—Q(o) | OQ (v) 
= 

at “Tay lim т ОИ ot - ©) т=0 

  

Пусть производная существует и не равна нулю в точке в для каждо- 
го направления Ё и имеется направление РЁ, по которому эта производ- 
ная наименьшая. Это направление назовем направлением антигра- 
диента функционала в точке в°. Вычислим значение градиента от 
Ом (® -- тй в пространствах Нм и Н ( при М = /). Для этого запи- 
шем Ом (9) = Ом (® | т2) в виде 

Qu (o + т) = (М(и—©— 11), u—o— Ht) = ® [м — 25 [6 elm + [elu , 
(5) 
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где 

  

&=и— ©, [Z, &]м — (Mt, 5). (6) 

Тогда 

a — АМ Ot о Им“ (7   
Таким образом, направление антиградиента задается элементом 

В = и— ©, (8) 

т. е. в пространстве Нм антиградиент в любой точке с направлен на 
решение и. В пространстве Н: 

дм (® -- тд) 1 OQ yy, (@ + Th) 1 

a Шо a = — 216 elu, )* =   t=0 

= 2(t, M(u— o)) (t, t)? (9) 
ИЛИ 

= M (u—a). (10) 

Значение и неизвестно, а значит, неизвестно и значение Ю. Однако 
элемент f° можно выразить через невязку г = | — Aw 

Ю = М(А{— в) = МА" ({— 46) = МАТ". (11) 
Поэтому, если положить М = СА, где оператор С выбран таким об- 
разом, чтобы оператор М был самосопряженным и положительно 
определенным, то 

= Ст | (12) 

и при ® = 19 величина Ё® = СР является известной. 
Найдем 

Qu (o + tH) = Quy (v) — 2t (2, В) | 12 (M2, 2°) (13) 

и вычислим то значение то, при котором Ом (« -- тР) достигает мак- 
симума по направлению Й, т. е. 

(£9, ¢°) 
“0 Me, By (4 

и элемент ®! = ®° -- т. минимизирует функционал Ом на некото- 
ром подпространстве Нь: {® -- тй} пространства Н. Таким образом, 
итерационный процесс для нахождения решения уравнения (1) можно 
строить в виде 

РВ k , gk k kok k (№) 
Г =и т, Ё = СГ, =} — Дит, =. у 

Следовательно, элемент 
k+l k Е 
Ри ти (16) 

минимизирует функционал &м (и -- th). 
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1. Метод наискорейшего спуска 

Различные варианты методов наискорейшего спуска отличаются 
друг от друга выбором оператора М, задающего метрику пространства 
Нм. Пусть А — положительно определенный самосопряженный опе- 
ратор 

А:Н-—Н. 

Полагая в (15) М =А, С = Г, получим итерационный процесс ме- 
тода скорейшего спуска 

ИЕН = ит, г = | — Aut, (17) 

(0, и) — т, = ААА 7 (Е =0, 1,2, ...), (18) 

и — произвольный элемент из Н. 
Для построения формул итерационного процесса неявного метода 

скорейшего спуска исходное уравнение Ац =} заменяется эквива- 
лентным уравнением | 

Ро = фт, (19) 

ИИ 1. i 
где D=B ЗАВ ?, э=В?и; ф=В ?f, B=BF>0. 

Для решения уравнения (19) применяется итерационный процесс 
наискорейшего спуска: 

ОН = t, Ft, rk — р — Ди", (20) 

~ mh Tk 
=O, (21) 

(Dr®, r®) 

Выразим г* через г* = — — Aut: 

1 Pel я тр 
AB 2B 

1 ~ as _ + SL 
rk B 2F—B k— B * (f—Au")=B ?r*, (22) и 

_ 1 
Действуя на (20) оператором В 2, получим: 

wer! — x" +. TW, и = В (23) 

и, учитывая (22), из (21) найдем: 

=~ _ _@*, *) 0 
k (Aw®, wy. (24) 

Итерационный процесс (23), (24) называют неявным методом наиско- 
рейшего спуска. Для доказательства сходимости итерационных гради- 
ентных методов решения операторных уравнений первого рода вос- 
пользуемся следующей леммой. 

Лемма 1. Пусть 2) — несамосопряженный положительно опреде- 
ленный оператор 

71 <В<т., y>0 ((=1, 2) (25) 
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и существуют числа т, > 0, 9, > 0, 4, Е (0, 1) такие, что для них 
справедливы неравенства: 

ить < 1—9, < ль, (26). 
И — 1.0] < 9» < 1. (27) 

Тогда имеет место неравенство: | 

(х, х}? > (1— 9.) Dx 2 | x ?. (28) 
Доказательство. Рассмотрим 

| —t,D) xi? < gy x *. (29) 
С другой стороны, 

| (i — 1, D) x? = | x)? — 21, (Dx, x) + 0? || Dx. (30) 
Из (26) и (27) имеем: 

1х < = (Dx, x) — 1—q? 
12 " |<? = 

  

    

2 
— (Dx, x)? (gis __ 1—9, . al )= Cam (Dx, x)? р (В), (31), 

  

  

  

Ty |x|? \ (Dx, x) Te (Dx, x)? хо 
где 

| 1—9, |= —1 — 
$ ® = 28——— B*, B= Dr» И V2 << ’ 

2 

’ —9, $ @)=2(1—- = в). 
Vy При В, = в 

, ”" 2 (1 — 42) У Ию <0, 
т.е 1 — 42 

max 1(В) =В (2 — * ь) = Во. (32) 
BEly5 т 1 ‘s 

Подставим (32) в (31) 
х 2 < (Dx, x)? 

ee SG — 92) 1х 
Для оценки скорости сходимости итерационного процесса (17), (18) 
имеет место теорема. 

Теорема 1. Пусть А = А*, 1.1 < А < т, % > у >> 0. Тогда 
метод скорейшего спуска (17), (18) сходится со скоростью геометриче- 
ской прогрессии: 

=, (33) 
где 

_ _Ye7 V1 1. 

q Yet V1 < 
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Доказательство. Рассмотрим итерационную формулу ме- 
тода скорейшего спуска 

k+1 Е k Ц, о) k Au® k=0, 1,2 U =u" + T,r*, У re = f — Ц ( —V, il, ‚...), 

тогда 
ГЕН — rk _—_ 1, Ar*, (17’) 

Введем в рассмотрение величину 

1 

nf — АД 2 

1 

Применив к обеим частям равенств (17’) оператор А 2, получим: 

(An®, 1°) 
yt = И — АА, р 

(An*, А) 
Вычислим квадрат нормы |112 

| | 
| - : о. 

| nee = | ne |? — Qt, (Ané, n*) + т | An? |? = [МАР — aR = 

(АТА, 1) | =(1— —— I In" P?. 34 ( А e 
Введем в рассмотрение величины 

9 _ 

“0 ER’ q= ” =. 

Тогда | Г — HDA] < 9<1, toy, < 1 — Gq? < %ъу.. Из леммы 1 сле- 
дует, что 

(Ат, 1)? 
Ine Ane 

Используя оценку (35), из (34) получим: | ЕРПР 

1 — q’. (35) 

7 Inet? < ( — (1 — q?) | nl? = 92| PP. (34’) 
1ак как 

ПН = (АПН, А) = (А (Аи — Au), Au— Aut) = 
= (A (u— ie, ими) = ирина, 

то, учитывая (34’), имеем: 
| в! la< g | ef ll, gt! | 50 |. 

Применяя результаты теоремы 1 к схеме (19) и переходя от v* kK u*® 
] 

при помощи, подстановки 9 = В 2? yuk, для неявной схемы скорейшего 
спуска при А = 4*, В = В* получим оценку 

ах 9" — им. 
Следовательно, для метода наискорейшего спуска верна та же 

оценка скорости сходимости, что и для явной двухшаговой схемы с 
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2 
У 1 ° 

информацию о спектре, но требует дополнительной затраты арифме- 
тических действий на подсчет скалярных произведений вида (18). Из-за 
нелинейного характера метода получить более точные характеристики 
быстроты сходимости метода пока не удалось. Однако в ряде работ 
(см. напр. [49]) отмечено, что в первых итерациях стремление при- 
ближенного решения к точному существенно быстрее, чем в других 
сравнимых с ним по асимптотической скорости сходимости методах, 
т. е. гармоники ряда Фурье для невязки внутри спектрального интер- 
вала подавляются быстро, а подавление гармоник, соответствующих 
окрестностям собственных чисел у; и у», происходит медленнее и на 
некотором этапе процесс выходит на асимптотический ‚ режим, оценива- 
ющийся неравенством вида (33). 

т = 9, = Метод наискорейшего спуска не использует явно 

2. Метод минимальных невязок 

Рассмотрим неградиентные методы построения итерационных про- 
цессов, в которых производится спуск по отношению к одному функ- 
ционалу в направлении антиградиента другого функционала. Итера- 
ционный метод невязок строится в результате минимизации функци- 
онала невязки Ф (и) = (Г — Аи, | — Аи) внаправлении антиградиента 
функционала, ошибок в пространстве Нд, где А — положительно 
определенный оператор; A:H—H. 

Пусть итерационный процесс имеет вид 

ПЕН = yr + t,r*, (36) 

k= f— Aut, (37) 

где т, определяется из условия минимизации функционала 

@ (u) = (f — Au, f — Au). 

Рассмотрим г*+! = f — Aukt! = r* — 7, Ar*, 
Е OR 

Da (rt, rH) = rk — ty (ArH, 4) + eh Art = fh? — SO Г 
| Ark, ty 72 +140 yo? | 38 

Очевидно, функционал WD, (r*t+'!) принимает минимальное значение 
при 

Е (Аг“, г’) 
=. (39 

"о Ар 
Таким образом, итерационный процесс метода минимальных невязок 
для решения операторного уравнения Аи = [ с положительно опре- 
деленным оператором осуществляется по формулам (36), (37), (39). 
Применяя к уравнению (19) формулы метода минимальных невязок 
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(36), (37), (39) и переходя от и* к и\, получим: 

п == -|- TW", и = В , (40) 

(Aw*, w*) 
t, = —— 41 

k (Bo Av", Aw’) (41) 

— формулы неявного метода минимальных невязок. 
Заменим уравнение Au =f эквивалентным уравнением 

Dw =f, (42) 
где 

D,= AB", о= Ви, В= В* >> 0. (43) 
Применяя к (42) формулы метода минимальных невязок и переходя 

oT 9* к и*, можно получить формулы так называемого метода расщеп- 
лений с вариационной оптимизацией 

ПН ие т, re=f—Aukt, ши = | , (44) 

1, = eh (45) 
о Ар ° 

Для оценки скорости сходимости метода минимальных невязок имеет 
‚место следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть А — положительно определенный оператор, 
А:Н-Н и выполнены условия 

Vl<A<yl, 1. >> 0, (46) 

1 
А = 5 | — 4*|< 1, №20. (47) 

Тогда метод минимальных невязок 

Ar®, г^ 
И Ш ты", т, = Tate (98) 

сходится со скоростью геометрической прогрессии, т. е. справедлива 
‚оценка 

= А — Ам* | < 9* [1 — Ам | (49) 
или 

[енд = [м — ut aca < gt le” нд, 
‚где 

9 = [el q= sa <1, x= y/V B+ Yer < 1. (50) 

Доказательство. [10 аналогии с (34) имеем: 

ны ( — Ем rp. 
Fey Ar® iP 

‚Полагая в (26), (27) р = А 

* 2 __ 7 

(+r) dug? IF 
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и учитывая (28), получим (49). Если оператор А — самосопряжен, 
тох = 0, а= ди 

  

Ir" =|f— Atl <a] (51) 
Асимптотическая скорость сходимости метода минимальных невязок 

2 
Ca~ -В. ’ В — у, . (52) 

Аналогично используя результаты теоремы 2 применительно к 
уравнению (19), будем иметь: 

| Dot — p| < q*| Do’ — pp| 
ИЛИ 

| Aut — Ди < 9 А — 5 при В=В*, А-ЁА*. 

В неявных итерационных методах скорейшего спуска (23), (24) 
метода минимальных поправок (40), (41) и метода вида (44), (45) для 
определения и* требуется решить уравнение 

Вий = rk, т = | — Аш, (54) 

а в случае неявного метода минимальных поправок наряду с решением 
уравнения (54) требуется еще решить и уравнение 

Buk = Awk (55) 

для определения по формуле (41) параметра т,. Решение уравнений (54), 
(55) можно осуществить либо прямым методом, либо при помощи не- 
которого итерационного метода с начальными значениями &° = 0 и 
соответственно 19 = 0. 

В частности, внутренние итерации для нахождения поправки мож- 
но проводить, используя метод наискорейшего спуска или метод ми- 
нимальных поправок. Внутренние итерации для решения уравнений 
(54), (55) должны проводиться по возможности более экономичными ме- 
тодами, при этом оператор В задается либо в явном виде (например, 
В — факторизованный оператор) 

В = (Г оА,) (1 - оАз, А, = Ау, {56) 
либо строится в результате некоторого вычислительного процесса 
(см., например [27], [28]). Схема реализации алгоритма (23), (24) при 
задании оператора В в виде (56) может быть следующая: 

1 

(I + oA,) w 2 = rk, rk — f — Aut, 

! 

(+ А) шо; 
zk — Aw: 

(rr) ett — yb т, = ый) РР — и и. (57) 
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Схема ‘реализации алгоритма расщепления с вариационной оптими- 
5 

зацией (44), (45) при В = ПШ (1- в,Аа) имеет следующий вид: 
a=! 

I—s 

(I + 0,A,) wits = rk, rk = f— Au, 

2—s ~, I-s 
Е — kt — 

(ад) ш в =" 

_ 1 
$ (Г о, Аш $; (58) 

1) Ди, Г 
" РАЙ 

ПЕН = yet tw, 

Задача оптимального выбора параметров о, в схеме (58) пока He pe- 
шена. При $ =2 и коммутирующих операторах A, (& = 1, 2) по- 
лагают 

, Op = 2,1. 

Подчеркнем, что вариационные итерационные методы не требуют 
сведения о спектре оператора. В этом смысле их можно считать само- 
настраивающимися на оптимальный процесс. Однако, не используя 
явно информацию о спектре оператора, они требуют дополнительной 
затраты действий на подсчет некоторых скалярных произведений вида 
(18), (24), (39), (45). Следует отметить также комбинированные способы 
итераций, основанные на использовании сходящихся итерационных ме- 
тодов вида 

uk = ut —H,(Aut—f)  (k=0,1,2, ...) (59) 

и минимизации функционала ошибок @м (и”) на некотором подпро- 

странстве Н, пространства Н. Тогда, если м (и^) < Ом (и^), то по- 
лагают, что 

ПР = u* + wr, (60) 
где и^ находится из условия: 

min Qy (u* + wi). (61) 
wkCH, 

При таком подходе к построению `итерационных методов для уско- 
рения их сходимости обычно увеличивают размерность подпростран- 
ства Н,, т. е. вместо линейного подпространства рассматривают неко- 
торое подпространство размерности п, ибо при фиксированном п 
методы типа (59), (60) перестают быть оптимальными при  -> 0. Нос уве- 
личением размерности подпространства не только возрастает сходи- 
мость, но и значительно усложняется оператор для нахождения we. 
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Однако в целом ряде работ Н. С. Бахвалова, В. И. Лебедева, Р. П. Фе- 
доренко, В. 1. Ильина на примере решения разностными методами 
эллиптических, кинетических и интегральных уравнений показано, 
что значительное усложнение оператора для ускорения сходимости ите- 
рационного процесса все же дает возможность построить быстросхо- 
дящиеся итерационные процессы, которые в то же время являются 
неулучшаемыми по порядку затраченных действий (т. е. когда общее 
число действий в итерационном методе равно по порядку числу дей- 
ствий в одной итерации). 

$ 7. ДВУХШАГОВЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 

Рассмотрим уравнение 

| Au = f (1) 

(А — линейный оператор, действующий в гильбертовом простран- 
стве Н). 

Двухшаговый неявный итерационный процесс, оставляющий не- 
подвижной точку решения уравнения (1), можно записать следующим 
образом: 

Сы (ит — и^) + Н, (Аш — 7) — В, (и — и) =0 (2) 
(Е =0, 1,2, ...). 

Здесь С», Н», О, — некоторые операторы, ОЭ, == 0, и° — произвольный 
элемент, принадлежащий Н. 

В самом деле, общий вид итерационного процесса, связывающего 
три итерации и*+!, и*, и, следующий: 

Сын Suk + Бы =, (Е=0,1,...), О =0, — (3) 

где С, 5, О, — некоторые операторы, действующие в гильбертовом 
пространстве |Н. 

Итерационный процесс вида (3) должен оставлять неподвижной 
точку и (и = АТ 'f) решения уравнения (1), т. е. 

(С, + 5» + D,) Af = Vp. 

Если обозначить через Н, оператор 

(C,+S,+D,) A =H, 
TO 

y= Ни, | | (4) 

S,=—C,—D, + H,A. (5) 

Подставив в (3) соотношения (4) и (5), получим (2). 
Итерационные процессы вида (2) иногда называют трехчленными ите- 
рационными процессами или итерационными схемами второго порядка. 
Двухшаговая итерационная схема (2) с постоянными операторами и 
параметрами может быть записана в следующем каноническом виде: 

u Е! — им 
LK (ut) — Qué 4 ut!) 4 Aut = j и, 2, ...). (6) 
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Snecb C, = 21K + B, D, = 21K — B, A, = 2tI, Ш, u', ... — Heko- 
торые произвольные элементы, принадлежащие Н, либо и?’ — произ- 
вольный элемент, принадлежащий Н, а и! — решение двухслойной 
схемы | 

Ви 4 Aw =f. (7) 
Если в (2) выбрать 

| C,=!, H,=a,l, D,=—d,], | (8) 
то и! будет находиться из соотношений 

ИТ u* — a, (Au*® — р — а, (и — и), 4 =0, Е=0, 1,2, ... (9) 

Для погрешности = = и — и*Н имеем: 

et] — e& — а, Де — 4, (&* — = 1) = ([— а, А — d,l) &* + d,e*—'. (10) 

Последовательно применяя равенство (10), получим: 

= (/—a,A) © = P, (A) 2; 

= [(1 а) [—a,A]e!+ de® = P, (A) &°; 

где | 

P, (A) = [(1 -—d,) / —a,A] P; (A) + d,P, (A), 

I = P, (A); 

= [(1 — d,) 1 —a,A] P, (A) ©° + dP, (A) &° = P, (A) ©°; 

Le ee (11) 
eXt+! — [(1 — d,) 1—a,A] &* + d,e®—! = Ppt) (A) ©°. 

Здесь Р, (1) — последовательность многочленов, подчиненных ре- 
куррентным соотношениям 

Prati (t) = (1 — dy — agt) Ppt) + dePei(), 4%=09, Р.@=1, (12) 
k=0Q, l, 

и условиям нормировки 

Pri, (0) = 1. (13) 
Для операторных уравнений второго рода вида 

и = Ки ф (14) 
трехчленная итерационная схема (9) может быть представлена в виде 

ие = (1 — а, — а,) и + а.Ки - аш ад, Е=0, 1,2,..., (15) 

где 4% = 0, № ЕН — произвольный элемент. 
Для погрешности = = и — и*Н итерационного процесса (15) 

будет выполняться соотношение | | 

eet! — [(1 — а — а,) Г-- а, К] = - а, 5. (16) 

Последовательно применяя равенство (16) аналогично (11), (12), 
получим: 

| ®t! — Qeii (K) &°, (17) 
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rye Q1; (f) — MHorouneH ctenenu А -- 1, для которого имеет место 
следующая рекуррентная формула: 

Чьи (© = (1 — ay — а, + Apt) Q, (t) + d,Qe—1 (0), 
18 

Q()=1, d=0, k=0, 1, 2, (18) 

Q, (1) = 1. (19) 

Таким образом, исследование сходимости итерационных методов 
вида (9), (15) связано с исследованием поведения многочленов, под- 
чиненных соответственно рекуррентным соотношениям (12), (18). 

Для определения коэффициентов многочленов вида (12), (18) можно 
воспользоваться последовательностью многочленов ортогональных в 
некоторой среднеквадратической метрике с весом рф (1) > 0, который 
порождается последовательностью чисел а,, 4,. 

В частности, при наличии априорной информации о спектре опера- 
тора А можно определить коэффициенты а,, 4, в итерационных про- 
цессах (9), (15) через полиномы Чебышева первого рода и достаточно 
эффективно оценить скорость сходимости итерационного процесса. 

Пусть оператор К уравнения (14) является самосопряженным и все 
собственные значения оператора К принадлежат интервалу [—9, 9], 
д< |, т. е. К = К*, 

IK] =q<l. 

В качестве последовательности многочленов (, (1), удовлетворяющих 
рекуррентным соотношениям (18) и условию нормировки (19), выберем 
полиномы Чебышева, определенные на отрезке [—4, 9] (приложение, 
$ 5). 

гы. 
Тогд:а 

1 

тен (+) 
Учитывая рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева пер- 
вого рода (^ -{- 1)-го порядка, определенных на отрезке [—94, gq], 

гит]. м 
трехчленные соотношения (18) и формулу (20), получаем выражение 
для коэффициентов а,, 4, при Ё > | 

1 
2Ть (= 

Qr+i (t) = (20) 

a, = i, 4=1—a. (22) 

“ты (1 
Для оценки скорости сходимости итерационного процесса 

НА == а, (Ки — ик! + р) + ur-l (23) 
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где а, определяются по формуле (22), будет иметь место следующее 
неравенство: 

[ЕН < 
feet _ 2 |e —— 

“Te (GV G-Ve- 
Очевидно, если оператор А уравнения (1) удовлетворяет условиям 

  

  

  

A=A*, wl< <А< < 1, 121, >0, (25) 

то, полагая, что 
2 2 

K=1— 1 - №2 А, v= Vit Ve I, 

уравнение (1) приводится к виду ( Ne с самосопряженным оператором К, 
__ — — причем Spk € | Ч, 9], где 9 = py 7, 

К] = - ~ge<l. 
Ye+ V1 

Двухшаговый итерационный mpouece (23) будет иметь вид 

Rl Е ИЕ! k k—1, и a, | и Е (Au p)|+u 

1 on (=) (26) 
‚9 а = Ye V1 

7 (+t) Vat V1 
Ч! |9 

и носит название трехчленного чебышевского итерационного процесса. 
Для оценки величины | *+! | трехчленного чебышевского итерацион- 
ного процесса (26) можно воспользоваться неравенством (24), причем 

a, = 

  

  

  

v, 2 И, (27) 
Ve 

. 9 
TIpu kR—oo, a, yrs и метод (26) переходит в так назы- 

—4q 
ваемый метод верхней релаксации. 

Пусть в (15) 
a,=l+a,, d,=—4a,, 

т. е. рассмотрим подкласс итерационных методов (15) 

ИНН = (1-Е) (Ки + $) — а = (28) 
с оператором 

2 2 
= [— —_—_ = ———— 

К У + л, $ Vit Ye I 

предполагая наличие априорной информации вида (25) об операторе А. 
Если в итерационном процессе (28) и, выбрать из некоторой последо- 
вательности, состоящей из нулей и единиц, то получим двухшаговый 
итерационный процесс (см. напр., [78]). В этом процессе после А-го 
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шага выбирается следующая последовательность: 

hy = МЕ — о... — Ak+i = 0, ksi] = Oprite — «e030 = Akt+N—1 — l, 

Cetin = 0, #>0. (29) 

Тогда для погрешности # = и — и! (= -1,..., А -- М) имеем: 

ektl = Keks 1.23 eft! = Kigk, 
ektitl — Ketti = T, (K) ett, 

ek tit? — 2Kektit! — gtti — T, (K) ett, 

ЕЕ — Тыл (К) = = Тю (К) Кг =^, 
rye 7, (t) = 21T)_, (t) —T1_2 (t) — последовательность многочленов Че- 
бышева. Так как К] < 1, то | Т, (К) | < max | Т, 0] <1. 

Итерационный процесс (28) с параметрами @,, которые находятся 
по формуле (29), будет сходиться, причем имеет место следующая 
оценка быстроты сходимости: 

| eet" | КТ (К) (30) 
Введение наряду с коэффициентами о, = 1 коэффициентов а, = 0 
служит в основном для погашения ошибок от округлений. 

Асимптотическая скорость сходимости предчленного итерационного 
2 

процесса (28 29) при К =1— . 
р (28), ( р M+ Ye A, v= м Г будет ха 

рактеризоваться величиной (27). 
Рассмотрим трехчленный итерационный процесс (28) при а, = & = 

== с0п3{ и произвольных 10, и! ЕН и оценим быстроту его сходимости. 
Для погрешности =! = и — и! будем иметь: 

eft! = (1 + a) Ke®* — ae’! 

ИЛИ 
- аа) Ка — ав? = Ф, (К а —аФ, (К) ео 

©, (K) = (1 +a) K, ®,(K) =1, 
= [(1 - ©) КФ, (К) — аФ, (К)] = — аФь (К) = = Ф, (К) =! — аФ, (К) =, 

Ф, (К) = (1-+ а) КФ, (К) —аФ, (К), (31) 

="! = Ф, (К) = — аФ,_ (К) =, 

где 

@, (t) = (1 + &) (Dz_1 (f) —aDe-2(f), ФФ = R=1, 2,... © (32) 
2 2 

Пусть К = — A, p= Ее Р где оператор А удов- 

летворяет условиям (25). 
Положим 

t — Ф — tip a . _ _Ye7 71 rti(f) = 7 на ), 15-0, 9 Е 
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Тогда получим: | . 

ионные 
ИЛИ | 

a мы )-а+5 НН “> 
где 

—1 <) = 7 —<l. 

Учитывая рекуррентные соотношения для полиномов Чебышева второго 
рода 

Ves (4) = 240, (В) — Ч (#1), |4] <1 ko, 
где 

  

ни) = sin (k + 1) arccos?, U, (,)=1, U,(t) = ЭН, 
sin (arccos f,) 

получим, что при 
2 №1. 1 — Vi 

Ag = 3 = 1 т. е. при @& = = (34) 

2 

Yo (1) =1, Ч, (t,) = 2h, 

Ч (1,) = Чьн (В), |6] <1, =1, 2, 

    

Далее, учитывая рекуррентные соотношения для полиномов Чебы- 
шева первого и второго рода (приложение, $ 2) 

Ty (ty) =U, (4) — ВО в), lhl<l, 
из (31) получаем: 

НТ = yet! № (К) _ db — Ke) + Tea (K) |. K=—K. 
т q 

Так как | 

ГОК < тах| И, 6) | «ВТ и weer 
TO 

k 
ее < АН С (+ - т 1) 1 | 4 Art Let — Кей. 

  

Выберем и! = Ки? -|- 

тогда 

2 р ШЕН — произвольный элемент 
НУ ’ 

[ЕН < 9 =? | 
ae a oY i (35) 

wa (т > 4 (Ре) 
1 1 

+ У - т 
Таким образом, имеет место следующая теорема. 
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Теорема 1. Пусть А — самосопряженный оператор и выполнены 
условия (25). Тогда для двухшаговой итерационной схемы (28) при 

| — > 2 

И 

произвольном п ЕНиш = Ки -- ф имеет место априорная оценка 
вида (35). 

Очевидно, для неявной схемы (6) при т = 

2 2 
К=1—— А, ф= (0 0, — @ — 

rk V1 + Ye V1 
  

Ре, К= uty: B 
V Vi¥e 

при произвольном и? из Н и ш, удовлетворяющим уравнению 

Вии + Ди = |, 

  

если у,В < А < ф.В, А = А* >> 0, В = В* >> 0, будет верна оценка 

[ен — им ды — им, (37) 
где М =А или М = В. 

Оценка (37) следует из (35), если неявную схему трактовать как яв- 
ную схему (28) для уравнения 

Co = ф, 
1 1 

при С = 4?В'А?; ф = APB о АЗ 
1 

или С=В ЗАВ ?; ф= В TP o = Bru 
Таким образом, априорная информация вида (25) об операторе А 

позволяет построить двухшаговые итерационные процессы вида (26} 
или (28) с набором параметров вида (29), (35) и эффективно оценить 
быстроту их сходимости соответственно по формулам (24), (30), (35). 
Однако при наличии априорной информации об операторе А вида (25) 
можно также построить одношаговые итерационные процессы вида 
(21), $4; (4), (44), $4; (17), $5. Если сравнить итерационные процессы 
(26) и (4), (44), $ 4, то приближения и“! у этих методов совпадают, 
однако метод (26) обладает устойчивым счетом и если в (4), (44), $4, 
ошибка оптимально гасится на А -|- | итерации, то в (26) это проис- 
ходит для каждого i. - 

Сравнивая трехслойные схемы (28) (при наборе параметров по фор- 
мулам (29) или (34)) с двухслойными схемами (4), (44), $ 4 (с устойчи- 
вым чебышевским набором параметров), легко убедиться, что послед- 
ние сходятся быстрее. 

В работе [55] показано, что двухслойная схема слабее зависит от 
возмущения величины \! по сравнению с трехслойной схемой. 

Если спектральные свойства оператора А не известны, но сохранено 
предположение о положительной определенности оператора А, то ре- 
шение задачи об определении коэффициентов а,, 4, так, чтобы полу- 
чить оптимальную сходимость на каждом шаге, дают методы минималь- 
ных итераций или сопряженных градиентов. Коэффициенты а,, а, в 
этом случае определяются из условий ортогональности многочленов 
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Р, (1) с некоторым распределением вида 

0, А-Ет Рыб. 0 |”, 
|, k=m 

| do = t (e° (t))* p (1) 4, 
гдер (1) — положительная функция на некотором отрезке [а, 6] и рав- 
ная нулю вне этого отрезка. Выбирая различным образом р (Ё) 4 
можно построить различные итерационные процессы метода сопряжен- 
ных градиентов. 

$ 8 ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ДВУХСТОРОННИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

В итерационных методах двухсторонних приближений строится 
алгоритм, который заключает истинное решение в вилку, а значит, 
позволяет контролировать точность полученного приближенного ре- 
шения. Однако на каждом шаге такие итерационные методы требуют 
удвоенного по порядку числа действий и удвоенной памяти по сравне- 
нию с одношаговыми итерационными методами. 

Рассмотрим в гильбертовом пространстве Н уравнение 

Au = f. (1) 
Пусть оператор 

К =1— НА (2) 

является самовопряженным 

SpK€[m, M], 0<m<M<l. (3) 
На основе линейного одношагового явного итерационного процес- 

са с оператором перехода 

К — сы —1 НА Koy = ae = (1—0) — 0) — НА] = 1-2 
| — Og — Op » (4) 

где о, — некоторый скаляр (0 < в, < 1), можно построить двухсто- 
ронний итерационный процесс. Для этого оператор Kg, представим 

в виде 

Ко, = Кто, — Кэа, , (5) 

где 

Ко, + Ко, Ка, | — Ко, 
Kis, = (5), п о 

| Ка, | =} Ко, . 

Итерационный метод решений определим по формулам: 

W* = Kio,W*! — Koo, VE! И 
l1—o, ’. 

(6) 

  

(7) 

  

у — Ко" + Kio," +5 т , 
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Покажем, что (7) будет давать двухсторонний метод последовательных 
приближений, если ° и У® выбрать так, чтобы 

И <и< о. (8} 

Для этого полуупорядочим элементы У, ИЕН следующим об- 
разом: 

И = x ифь Г= Be 9:Фь 

где ф; — полная система собственных элементов оператора К, Кф,; = 

Будем говорить, что Я >> И, если для всех { и; > ц.. 
Введем в рассмотрение 

k k 
и =и— И = Dev, 

+ 

и =и— У = УФ . 

Из (7) имеем: 

= Kige*—' — Kron, 
nf = — Kio,2"—! + Koo, yP-!. 

Если =! < 0, nk > 0, TO 

0 > et >—|Koy| max (—et, 4), 
(10 

0< И < | Ko, | тах { — = —1, ne! }. 

Значит, если выбрать начальные приближения так, чтобы выполня- 
лось неравенство (8), то для всех Ё >> 1 

И <и< и". 

Остановимся на вопросе выбора ©,. Для этого можно потребовать, 
чтобы сумма квадратов ошибок уменьшилась в наибольшее число раз. 
Из (7) имеем 

w* __ у" — | Ко, | (wr _ yr) 

W* + Vi —2Qu = Ko, (We + VP" — Qu). 

После п итераций, учитывая (9), будем иметь: 
п 

(ef)? + (ne)? = (п нЕ) [(ex)? + (ni)*I- 
k=l 

Поэтому, если о} выбрать из множества чисел 

(21—1)л — 

2n ’ 
0; z e—m— М — (М — т) соз 

2—M—m 
то сумма квадратов ошибок уменьшится в Тл (ии) раз. 
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$ 9. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

ОБРАТНОГО ОПЕРАТОРА 

_ Этот итерационный процесс основан на построении последователь- 

ности операторов, которые приближаются к оператору А”". 
Пусть оператор Нь Е 5% и такой, что норма оператора 

удовлетворяет условию 

Тогда, если положить 
u° = Af, (3) 

TO можно ожидать, что приближение 

ub = uw + Ar, (4) 
rye r° = f — Au®, лучше аппроксимирует и, чем 19, 

ul = (2H, — HAN) f = (I + Ko) Hof. 
Обозначим 

(I + Ko) № =В,, (5) 

uh == yf. (6) 
Образуем последовательности: 

К: =1— НА, Н, = ((- К.) Нь, 

К. =1— Н.А, Нз = (1+ K2) Нь, 

тогда 

(7) 

К, =1— Н,А, Aes = (I+ K;,) A, 
Тогда 

Кьы = 1— НьнА = Г— (1+ Ку) НьА = 1 — (+ Ky) I Ky) = Ki 
т. е. 

К, — Ke . 

Очевидно, К, — 0, а значит, Н, > Am: 
| ok 

|H,—A“' | =]47 IK) —A7 «АСК «Кох 
Метод последовательных приближений обратного оператора (7) дает 
итерационный метод решения уравнения Аи = f: 

и == Hof, utti=(I-+K3)ut (k=0,1, ...), 
K, =1—H,A, 

(8) 

ok k_ 
в котором оператор Ко образуется путем умножения оператора ki 
на себя, 

Те = + КЗ) = | = (+ К?) (+ К... + Ка < 9 | 
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B частности, если А > 0, то всегда можно, не уменьшая общности, 
считать, “то 0 < А < [ив итерационном процессе (8) положить Ну = 
= /. Срёдняя скорость сходимости итерационного процесса (8) равна 

“ . | 
+ со. Для уменьшения начальной ошибки в > pas требуется 

logs 6 

loge q (9) 

  

k= log, 

итераций. 
Для построения итерационного процесса можно воспользоваться 

также следующими соотношениями: 

и = Ну, = | р— Аш = Kf, 
wt iA Aa apt a Kr = Kets 

и вычислительная схема будет иметь вид 

| ve=w4+Wi+ ... +", 
(10) k k Wt! = Hor*, r= Kf, k=0, 1, 2,... 

Схема (10) состоит в построении серии добавок к приближенному зна- 
чению и? и сходится со скоростью геометрической прогрессии. 

$ 10. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Метод Ньютона—Канторовича 
и некоторые его модификации 

Одним из наиболее известных итерационных процессов, применя- 
емых при построении приближенного решения нелинейного оператор- 
ного уравнения 

Р (и) — 0, (1) 

является метод Ньютона. Этот метод отличается от метода последова- 
тельных приближений более быстрой сходимостью.. | 

В дальнейшем будем предполагать, что оператор Р отображает 
банахово пространство Е в банахово пространство Е, причем отобра- 
жение Р сильно дифференцируемо (дифференцируемо по Фреше) в 
некотором шаре $ (и°, г) радиуса г с центром в точке и и производная 
Р’ (и) удовлетворяет условию Липшица с сопзё [., т.е. | 

| P’ (u) — P’ (u) | <Lli—ul, Vu, UES (u%, r). _ (2) 

Примем центр шара за нулевое приближение к искомому решению и 
рассмотрим выражение 

P (u°) —P (u). (3) 
Заменив (3) его главной линейной частью, т. е. близким ему выражением 

Р (и) —Р\(и) =Р' (и) (и — и), (4) 
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получим относительно и линейное уравнение 

P (u°) — P’ (u°) (uo —u) = 0. — (5) 

Решение уравнения (5) можно рассматривать как приближение к ре- 
шению Р (и) = 0. Тогда 

ui = u° — (P’ (u°))~ P (u’). (8) 

Итерационный процесс, в котором последовательные приближения к 
решению операторного уравнения (1) определяются по рекуррентной 
формуле 

yet! — yk — (P’ (u®))—' P (u*), k=0, 1, 2,..., (7) 

получил название итерационного процесса Ньютона (или Ньютона — 
Канторовича). 

Вычислительная схема итерационного процесса Ньютона записы- 
вается обычно следующим образом: 

P’ (ut) zt = Р (и), (8) 
ukt] — yR—zk k=O, 1, 2,... (9) 

Отметим некоторые модификации итерационного процесса (7): 

ИЕН — ий — (Р’ (и)) "Р (и), Е=0,1,2,..., (10) 
ИНН — ий — (Р’ (ий) + В," Р(м), Е=О, 1,2, wees (11) 

ИНН — ий — т, (Р' (u*))— P(u*), k=O, 1, 2, .. . (12) 

В модифицированном процессе (10) обратный оператор (Р” (и) " 
на каждом шаге вычисляется при одном и том же значении аргумента. 
Такая модификация метода Ньютона уменьшает скорость сходимос- 
ти, но оказывается целесообразной с вычислительной точки зрения, 

так как вычисление на каждом шаге (Р’ (и*))" является" сложной за- 
дачей. 

В итерационном процессе (11) В, подбирается таким образом, чтобы 

оператор (Р’ (и*) - В,Г)" на каждом шаге был невырожденным; в 
(12) параметр у, выбирается из условия ускорения сходимости итера- 
ционного процесса. 

При решении систем нелинейное уравнение Р (и) = 0 представляет 
собой п-мерный вектор-функцию 

P (a) = (P; (2) и = (и) i=J],n? i=1.n? 

под Р’ (и) следует понимать матрицу Якоби системы функций Р, (и), 
Р. (и), ..., Р„ (и) относительно переменных ши, и», ..., и, — компонент 
п-мерного вектора и. При решении систем нелинейных уравнений, в 
которых и-мерный вектор-функция Р (и) сложно зависит от и; (i = 
= |, и) или не задан в явном виде, а только указан алгоритм, по- 
зволяющий вычислять значение вектор-функции Р (и) при заданном 
значении аргумента, матрица Якоби в вычислительной схеме (8) 
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заменяется разностным аналогом Р (и, В): 

P' (a*) = R (u*, h) = 

| P, (u® + he,) — P, (и^) P, (u® + he,) — P, (u*) Py (uk + hen) — P, (u*)) 
    

    

h h eee h 

P, (u® + he,) — Ps(u®) Pz (u* + he,) — P, (u*) P, (u® + he,) — P, (u*) 
— "о h h eee h - —. | 

Ри (ий пе) — Ри (u®) Pp (u® +- hes) — Pn (u*) | Pr (u® + hen) — P,(u*) 

h A a h J 

Здесь 0 < й < № — параметр шага, е, — к-й единичный орт. 
я ыиситетьноя схема дискретной модификации итерационного 

процесса Ньютона будет иметь следующий вид: 

К (uF, h) z* — P (u*), 

att! —ut— zt, k=0, 1, 2, 

        

(13) 

Отметим, что метод Ньютона и его модификации совпадают с обыч- 
ным методом последовательных приближений, примененным к урав- 
нению и = О (и), где | 

О (и) = и—Н(и)Р (и), (14) 

| (Р’ (и)) `в методе Ньютона, 

(Р’ (и°))_ ̀ в модифицированном методе Ньютона (10), 
1 ) —1 

(Р’ (и) ЕВ)” в (11), 
—1 | (PW) B (12). 

Поэтому результаты, полученные при исследовании сходимости обыч- 
ного метода последовательных приближений, могут быть использо- 
ваны при исследовании сходимости метода Ньютона. 

Теорема 1 (о сходимости метода Ньютона). Пусть 
оператор Р (и) определен в шаре $ (и, г), сильно дифференцируемый 
в нем и Р’(и) удовлетворяет условию Липшица с константой L, m. e. 

Н (и) = 

  

|2” (1) —Р' (и) | < Liu —ul, Уи, иЕ$ (и, п. 

Пусть, кроме того, оператор Р” (и?) имеет обратный Г.= (Р” (и) * 
и известна оценка его нормы 

[Г.|< М 
а на начальном элементе u° выполняется неравенство 

По ем. = (15) 
Тогда, если | 

п= 22ММ <->, 

r<x,N, (16) 
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где х, — меньший корень уравнения 

x?—2x +2=0 (x, === an), 

mo ypaeHenue (1) umeem 6 cdepe S(u°, r) eOuNcmeeHHoe pewenue U, U no- 
caedoesamenbHocms {u®\, Hayaman c и? и определяемая рекуррентной фор- 
мулой (7), сходится к этому решению. Быстрота сходимости итера- 
иионного процесса Ньютона (Т) характеризуется неравенством 

1 
1 — и < г (2) 2°—1М. (17) 

Доказательство. Рассмотрим отображение 

Ф(и =и-— (Р’ (и) "Р (и) =и—ГР (и (18) 
и покажем, что оператор Ф (и) отображает сферу $ (19, г) саму в себя. 
Действительно, 

Фи — м =и—ш— ГР (и) = 

= Го (Р” (№) (и — и) —Р (и) + P (uw) — Г.Р (и), 
Фр <" Oo) U— uw) — PW +P  “” 
+ ГР (9) | < МР” (и) (и — и) —Р\(и) + P(w’)| +N. 

Отображение 

Ф (и) =Р (и) —Р (и?) — Р’ (и?) (и— и) (20) 

по предположению дифференцируемо, т. е. 

Ч’ (и) = Р’ (и) —Р” (№), (21) 

[Yo @Ml=lP MP) |< Llu—wv| < LNx. (22) 
Из (20) имеем: 

У 69 — 9 (69) < ЕМж и — | < [№8 aay 
и для | Ф (и) — #| будет иметь место следующая оценка: 

Фи мым мам (181) = мх, 
т. е. оператор Ф (и) осуществляет отображение сферы $ (и°, Мж) саму 
в себя. Более того, оператор Ф (и) является оператором сжатия. 
Действительно, 

Ф’ (и) = Г— Г.Р’ (и) = Г. (Р° (и?) — Р’ (и), 
4 

1’ МР” (4) —Р "и wi< iM ии <MLNx,= © 
| sa 

Поэтому 

[© W) —-OW| <>] 4-2}, (25) 
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На основании принципа сжатых отображений (теорема 1, гл. 8, $ 1) 
Ф (и) имеет на сфере © (м9, г) одну неподвижную точку и такую, что 

и = Ф (и), 
т. е. 

Р (и) =0. 
Для доказательства сходимости итерационного процесса (7) пока- 

жем, что последовательные приближения и“ будут такими, что 

1(Р* (м*)у "|< Мь 

[(P’ (ut) P (U8) | << Ny, 
M, = 2Mr-1, Mg= M, (26) 

k 

Me=(4) em™ ny, 
m= 2M.NL<+, k=1, 2, 

Из (24) на основании теоремы 14 (приложение, $ 1) следует, что опе- 
ратор 

1— (1 — ГоР' (и1)) = Г.Р’ (ий) 
имеет линейный обратный, причем 

—1 1 ICP’ wy)" < 5      

значит, | 

(Риму |< | (ГоР' и) ИГ |< 2М. (27) 
Далее, учитывая (5), (20) и (15), имеем: | | 

[РР (и) —Р 4) —Р' (м) и — и) [< 
<|Fu)—Fe)|<Llut—upPp< Ln’ (28) 

Из (7), (27) и (28) получаем следующее неравенство: 

| = |(Р’ 2)" Р (и) | < 2МЕ№ = --29М = М, < М, 
th = 2M,N,L = 2. 2МЧМ, = 2 <->. 

Таким образом, условия (15), (16) теоремы 1 будут выполняться для 
сферы © (и, г), вложенной в сферуз (и^, г). Повторяя аналогичные рас- 
суждения, получим: 

[(Р” (м*)) ‘|< М 

Ты ие (Ру МЬ k= 1, 2, 
где постоянные М,, М, связаны рекуррентными соотношениями (26). 

При а > 1 
k+q—l k+q—| , 

, 1 и — | < У [ии | < у, (+) Qn)? М = 

- (1) сом +-тоше+ +.. + (5) еб. 
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Tak Kak 2yn < 1, To 

jute — ub < (4) enw (1 +44 + . (4)\< 

< (4) (2) 
2k—1 yz 

IIpH g— co HMeemM: 

ши < (1) enw. 
В частности, 

[и — м] < 2М. 

Из неравенства (24) получаем следующую оценку быстроты схо- 
димости модифицированного метода Ньютона вида (10) 

(°)) `Р (м) |. 
Модифицированный метод Ньютона (10) сходится со скоростью 

геометрической прогрессии. 

       Jut*—ul < 

Метод Ньютона в случае решения алгебраического или трансцендентного уравнения 

fu) =0 (29) 
имеет вид k 

| 
(thu — k=0O0, 1, 2, eee (30) 

Геометрически ‘формула (30) эквивалентна определению абсциссы точки пересе- 

чения с осью и касательной, проведенной к кривой и == } (и) в точке (и, f (uP )). 
Последовательность (30) даже для одного ска- 

лярного уравнения не всегда сходится (рис. 12). 
Проблема выбора начального приближения, 

обеспечивающего сходимость итерационного процес- 
са, имеет существенное значение для применения 

> метода Ньютона. Способ выбора начального при-   

  

' a 6 x ближения в случае решения скалярного уравнения 
Puc. 12 (29) методом (30), если выделен отрезок [а, 6], со- 

HC. держащий единственный корень уравнения, указы- 
вает следующая теорема. 

Теорема 2. i усть } (а) | ©) < 0, причем | (х) и[’ (х) отличны от нуля и сохраня- 
ют определенные знаки при х Е [а, 8]. Тогда исходя из иб Е [а, 8] и удовлетворяюще- 
го неравенству 

f (ue) FY (uw) > 9, 

можно вычислить методом Ньютона единственный корень и Е [a, b] 2 уравнения (29) 
с любой точностью. 

Доказательство. Пусть для определенности } (а) < 0, }{#(6)>0 и 
Е (и > 0, Р (> 0, ми [а, [1. 
Положим и? = ВБ, тогда uw >> и, } (u°) > О0иш! > и. 

Покажем, что} (и) > би ше > и. 
Рассмотрим 

д = Р-Р + РО, ле СЕ, и. 
Очевидно, 

f (ut) > fr 9 (Ut — u) > 0, 
Tak’ Kak f’(c) > 0. | | 
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Следовательно, — 
yet! — yk — fu) FU Sa 

fw 

Последовательность { uP будет ограниченной монотонно убывающей: 

и ки, .... 

а значит, существует у 

lim uF? = u. 
Е + со 

ыы 

Покажем, что и == и. 
Переходя к пределу в (30), получим: 

~ ~ и 

Е (и) 

т.е. { (и) = 0, или и = и. 

Если два последовательные приближения ии и 1, u* 
полученные по методу Ньютона, совпадают с точностью 
до 2, то этот факт еще не гарантирует совпадения с той 

же точностью и! с и (см. рис. 13). 
Для оценки погрешности Е-го приближения, найденного по методу Ньютона, 

можно воспользоваться следующим неравенством: 

        
  и и ие, (31) 
2m 

где 

М,— max [f"(w) |, m= min 17° (| 
ucla 6 5] ив[а,6] 

В самом деле, применяя теорему Лагранжа, имеем: 

(и) = м) “—Ш РЕ), Е, и) 
ИЛИ 

| uk — 4 po tees | f и) | (32) 

По формуле Тейлора находим: 

Ри ар Рф, 
пб “ и*), 

откуда | 

1) [< — 5-м, (ие — и. (33) 

М 
Подставляя (33) в (32), получим G1). Из (31) следует, что при in < | из совпаде- 

ния и^, и" с точностью & следует совпадение и” с и до 22, т. е. количество верных 
десятичных знаков как бы удваивается, если процесс Ньютона сходится. 

2. Метод продолжения решения по параметру 

Метод продолжения решения по параметру можно рассматривать 
как один из способов получения начальных приближений, достаточно 
близких к решению уравнения 

Р (и) = 0. 
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Здесь Р — отображение, переводящее открытое множество @ од- 
ного В-пространства Е в другое В-пространство F. 

Суть метода заключается в том, что вместо отображения Р (и) вво- 
дится в рассмотрение целое семейство отображений М: @х [0, 1] 
таких, что 

М (и, 0) =Р, (и), Vue, (34) 

И (и, 11 =Р(и), VueQ, (35) 
причем решение и (0) уравнения 

W (u, 0) = P, (u) = 0 | (36) 

известно или легко находится, а решение уравнения 

W (u, 1) =0 (37) 

требуется определить, и оно будет совпадать с искомым решением урав- 
нения (1). 

Существуют различные формальные приемы построения семейства 
№ (и, Л). Например: 

a) Wu, A) = Pw) +(\—1)P(u), u, wEQ, AEIO, 1], (38) 
и — фиксировано и выбирается таким образом, чтобы решение урав- 
нения 

P, (u) = P (u) —P(u) =0 
было известно или легко находилось, 

6) И (м, Л) = ЛР (и) + (1—№Р, (и), uwE2, AE([O, 1]. (39) 

Здесь в нашем распоряжении находится выбор отображения Р, (и). 
При его построении прежде всего должны быть соблюдены условия, 
накладываемые на соотношение (36). 

Основная цель при построении уравнения 

И (м, =0, ЛЕД, 1] (40) 
заключается в получении решения и (1). 

Способы получения решения уравнения (40) также могут быть раз- 
личными. Один из методов получения решения уравнения (40) заклю- 
чается в следующем: интервал [0, 1] разбивается точками 

0=л—<^\ < -+. <М=1 
И рассматриваются уравнения 

(и М =0, 1=1, 1. (41) 
Для решения уравнения (41) применяется какой-либо итерацион- 

ный метод, причем за начальное приближение при решении [-го урав- 
нения используется решение (1 — 1)-го уравнения. Если величина 
h, = M41 — ^; мала, то можно ожидать, что и (м1) будет таким на- 
чальным приближением для и (^,), при котором имеет место сходимость 
применяемого итерационного процесса. 

Например, пусть Р (ий) = 0 представляет собой систему нелчнейных 
уравнений и W (a, A) определяется при помощи соотношения (38). 
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Пусть для решения каждой [-й задачи (41) строится один шаг по ме- 
тоду Ньютона. Тогда вычислительная схема построенного приближен- 
ного метода будет иметь вид 

и — ий — (Р’ (и^))- 1 (Р (и*) + (^, —ПР(и)), k=0, n—T; 

wit! — uk — (Р’ (и*)) Pw), Ran, n+], 
где P’ (u*) — матрица Якоби вектор-функции Р (и). 

Ясно, что для решения /[-й задачи (41) можно применить какой-либо 
другой итерационный метод или метод Ньютона с конечным числом 
шагов т; >> 1. 

Если предположить, что параметр А, в уравнении 

М (и, ^) =0, УЛЕПО, 1] 

введен таким образом, что уравнение (40) удовлетворяет условиям (34)— 
(37), имеет решение и (^), непрерывно зависящее от параметра А, и ото- 
бражение Я (и, ^.) имеет непрерывные частные производные по ии ^\, 
то для решения уравнения (40) может быть предложен следующий спо- 
соб, который для простоты изложения проиллюстрируем на примере 
решения системы нелинейных уравнений. 

Продифференцируем (40) по ^. В результате получим: 

ди LO) — 

(42) 

W,, (u, 4) 

  

—Witu, a), (43) 

где W,, (a, 4) — матрица Якоби  вектор-функции У (в, ^). Система (43) 
удовлетворяет начальному условию ий (0): 

W (u (0), 0) = 0. (44) 

Таким образом, задача отыскания (и, 1) сводится к решению задачи 
Коши (43), (44) на отрезке [0, 1]. Приближенное решение задачи Коши 
может быть найдено любым из рассмотренных в гл. 7 методов, но при 
этом возникают вопросы о существовании единственного решения 
и (^.), ^ Е [0, 1] задачи Коши (43), (44) и выборе численного метода ре- 
шения, обладающего устойчивым счетом. Эти вопросы исследовались 
рядом авторов для конкретных классов нелинейных операторных 
уравнений (см., например, [58], [82], [831). Для иллюстрации числен- 
ных алгоритмов такого подхода к решению уравнения (1) рассмотрим 
расчетную схему, построенную на основе использования метода Эйлера 
для решения задачи Коши (43), (44), если найденное значение ua (1) 
используется как начальное приближение в методе Ньютона. 

Вычислительная схема итерационного процесса для определения 
решения уравнения (1) будет иметь вид 

ИН — ие (ил, М, (ue, d,), k=0, n—I1; 
h, = № — Ам, Ш = и (0), 

где й (0) — решение уравнения | 

Рь (и) = 0; (45) 

и! — ий — (Р’ (и*)) ' Pw), kan, n+1, ...



B wactuocth, ecru W (u, A) uMeet Buy (38), TO BLIUHCIMTeIbHad CXeMa 
{45) эквивалентна следующей: 

ut+! — ut —h, (P’ (u*))' Pu), 

°—u(0), k=0,n—l, (46) 

ukt! — yk —(P’ (u*))' Pu), kon, n+, 
Здесь и (0) — решение уравнения 

. Ри) —Р(и)=0, 
# — некоторое фиксированное значение, принадлежащее 42. 

3. Методы минимизации 

Методы минимизации при решении нелинейных (а также линейных 
уравнений) вида | 

Р (и) =0 

основаны на сведении задачи (1) к задаче минимизации функционала 
С (Р (и)). С этой точки зрения проекционные методы (Ритца, Галер- 
кина, наименьших квадратов, моментов, а также их некоторые видо- 
изменения и обобщения) можно истолковывать как методы минимиза- 
ции решения уравнения (1). 

Проекционные методы имеют довольно широкую область приме- 
нения. Однако нахождение достаточно точных приближений при по- 
мощи проекционных методов в случае нелинейных уравнений связано 
< необходимостью решения систем уравнений высокого порядка. Весьма 
сложным в проекционных методах является вопрос выбора последо- 
вательности базисных функций в подпространстве Е „, на которое про- 
ектируется пространство Е, а также каким надо выбрать п, чтобы по- 
лучить приближенное решение с требуемой точностью. Отметим также, 
что в проекционных методах приближение, полученное при п = А, 
обычно не используется для нахождения приближений при п >> Rk. 

Алгоритмы итерационных методов минимизации, как правило, об- 
ладают более простой вычислительной схемой. Однако вопрос выбора 
начального приближения и быстрота сходимости итерационных про- 
цессов минимизации значительно затрудняют их использование для 
практического решения задач. 

Как в проекционных, так и в итерационных методах, основанных 
на идее минимизации, общий вид записи минимизирующего функцио- 
нала не позволяет учесть специфических свойств конкретных алго- 
ритмов и рассматриваемых операторов. Поэтому вопросы, связанные с 
построением алгоритмов и исследованием их сходимости, относятся, 
как правило, к конкретным видам функционалов С (Р (и)) и опера- 
торов Р (и). 

Алгоритмы, основанные на уменьшении функционала G(P, (u)) Ha 
каждом шаге итераций 

G(P (ut!) < С(Р (и), Е=0,1,2,..., (47) 

получили ‚название методов спуска. 
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Остановимся на одном из вариантов методов спуска, когда в каче- 
стве С (Р (и)) выбран функционал вида 

СР (и)) = |Р&Г (48) 
с эвклидовой нормой, а Р (и) = 0 представляет собой систему нелиней- 
ных уравнений п-го порядка и = (и;);_г.. Очевидно, (48) достигает 
минимального значения (равного нулю) при и = и*, где и* — решение 
уравнения 

Р (и) =0. (49) 
Верно и обратное: любой нулевой минимум функционала (48) дости- 
гается в точке, являющейся решением уравнения (49). 

Итерационный процесс вида (47) для функционала (48) строится 
следующим образом: задаются некоторой начальной точкой и? и дви- 
гаются от нее по направлению убывания функционала до тех пор, 
пока точка и^ не ‘достигнет минимума С (Р (и)). Если этот минимум 
окажется нулевым, то находим решение системы (49), если он окажет- 
ся некоторой положительной величиной, то спуск следует начинать 
с другой начальной точки и*®. При этом обычно предполагается, что по- 
верхность С (Р (и)) = || P (uv) I? замкнутая и ограничивает область ©, 
во внутренних точках которой С (Р (и)) < С (Р (и?)). Таким образом, 
в методах спуска выбор начального приближения и? также имеет очень 
большое значение. В качестве направления спуска выбирается на- 
правление градиента функционала С (Р (и’)), т. е. направление наи- 
быстрейшего изменения функционала в точке и®, причем положитель- 
ное направление вектора га С (Р (и°)) соответствует возрастанию 
функции С (Р (и')), а отрицательное — убыванию С (Р (и*)) 

grad G (Р (и)) = (Sur) 

  

Ou; _In 

и 
grad G (P (u*)) = 0. 

HMnbpepennapya (48), найдем: 

=. о Рь(и), i=1,n (50) 
ИЛИ | 

grad G(P (u)) = Dp (u) P(u), | (51) 
где Фр (и) — транспонированная матрица Якоби вектор-функции Р (и). 
Линия, по которой происходит движение точки и к минимуму С (Р (и)), 
называют линией спуска. Построение линий спуска может осущест- 
вляться различными способами. Один из методов построения Линии 
спуска заключается в следующем: через точку и* проводят прямую 

u =u? — yOp (u’) P (u’) (52) 
и находят ближайший к точке и?’ локальный минимум функции 
С(Р(®)), рассматриваемый как функция переменного у, т.е. находят: 

_пипо (9) = шиб (и? - 192 (0) Р (и). (53) 
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Пусть 71 то значение, при котором достигается этот минимум. Тогда 
в качестве следующей начальной точки выбирается и: 

ul = u° — y,Dp (u) P (wv). 
Аналогично строится точка 

и? = и! — у, ФР (ил) Р (и!) 

и вообще 

ИЕ = ut — yp Dp (ut) Pur). (54) 
Точки и^ можно рассматривать как узловые точки ломаной 

спуска. Движение происходит до тех пор, пока точка не достигнет мини- 
мума С (Р (и)). 

Для определения т, (Ё = 1, 2, ...) в итерационном процессе (54) 
на каждом шаге нужно решить задачу вида (53), т. е. нужно строить 
какой-либо алгоритм минимизации функции одной переменной. Сле- 
дует отметить, что эту задачу не обязательно решать до конца. Иногда 
достаточно достигнуть некоторого смещения в сторону минимума 
функции © (\) и перейти к следующему шагу итерационного процесса 
(54). При этом существенное значение имеет вопрос трудоемкости вы- 
числительного алгоритма для решения задачи (53) по отношению к ал- 
горитму (54). Для решения задачи (55) могут быть использованы раз- 
личные приближенные алгоритмы. В частности, можно использовать 
следующий подход: значение ‘у, доставляющее минимум функции 
® (}), находится среди решений уравнения 

wo’ (y) = 0. (55) 

Для решения уравнения (55) может быть применен итерационный 
процесс Ньютона (с начальным значением \° = 0) или метод последова- 
тельных приближений. После определения значения \, по этим ал- 
горитмам нужно проверить, является ли это значение точкой минимума 
для функции © (%). 

Построение линий спуска иногда осуществляют по некоторой: за- 
ранее выбранной совокупности направлений. Это так называемый 
метод спуска по направлениям. Чаще всего в качестве таких направле- 

ний выбирают координатные орты е, (i = 1, п). В этом случае итера- 
ционный процесс называют методом покоординатного спуска. 

Исходя из точки и? и двигаясь вдоль координатного орта е., выби- 

рают коэффициент \, так, чтобы величина ® (у) =С (и —т,е,!) дости- 
гала локального минимума. Тогда точку | 

принимают за узловую точку первого звена ломаной спуска. Второе 
звено строится аналогично, но в качестве начальной точки выбирает- 
ся и! и спуск проводится по направлению ео. 

Вычисление п звеньев ломаной спуска эквивалентно одному циклу 
итерационного процесса. Затем проводят вычисления второго цикла, 
причем порядок направлений второго цикла может не совпадать с 
порядком направлений первого цикла. Если из проведенных ранее 
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вычислений видно, что спуск вдоль каких-то координатных линий обес- 

печивает наибольшее убывание функционала © (\), то считается целе- 
сообразным более частый спуск по направлению этих координат. Иног- 
да номер очередной координаты, по которой осуществляется спуск, 
выбирается недетерминированно, т. е. строят случайный покоорди- 
натный спуск. | 

Практически итерационный процесс продолжается до тех пор, пока 
с заданной точностью не совпадут минимумы функционала на каждом 
из, направлений последнего цикла. 

Однако методы спуска позволяют находить стационарные точки 
функционала С (Р (и)), которые вообще не обязательно являются ре- 
шениями системы Р (и) = 0. Для отыскания решений системы (49) 
обычно проводят многократную реализацию одного из методов спуска 
при различных значениях начального приближения и?. Выбор началь- 
ного значения и® производят либо упорядоченно, путем покрытия об- 
ласти ©, в которой разыскивается решение, достаточно плотной сеткой, 
либо выбирая начальные значения случайно. 

Основные результаты, касающиеся сходимости рассмотренных в 
этом параграфе итерационных процессов, можно найти, например, 
в [58].



ПРИЛОЖЕНИЕ 

Для изучения курса «Методы вычислений» читатель должен ознакомиться с 
отдельными разделами из функционального анализа, теории специальных функций, 
дискретного анализа и т. д. 

Некоторые сведения из этих областей математики, которые, по мнению авторов, 
являются наиболее важными при изучении вопросов, изложенных в предлагаемом 
учебном пособии, помещены в данном приложении. Авторы считают, что помещен- 
ный в пособии вспомогательный материал может быть использован как справочный. 
Для более полного ознакомления с затронутыми в пособии вопросами рекомендуется 
соответствующая литература. 

$1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

Большинство результатов, помещенных в настоящем параграфе, приводятся без 
доказательств, так как согласно существующим учебным программам доказатель- 
ства приведенных здесь результатов уже известны студентам из курса функциональ- 
ного анализа. С этими результатами можно подробно ознакомиться, например, по 
следующим учебникам: [13], [34], [43]. 

1. Линейные метрические пространства 

Множество 1, элементов х, и, 2,... произвольной природы называется линейным 
над полем комплексных чисел С, если в нем определены операции сложения и умноже- 
ния на числа, не выводящие за пределы Г. и удовлетворяющие условиям: 

1) РУ -2= х- (у-- 2) (ассоциативность сложения); 
2) Хх 0 = 0-Е х = х (существование нулевого элемента); 
3) x + y=y--+ x (коммутативность сложения); 
4) для всякого х существует элемент —х такой, чтох -|- (-—х) = 0 (существование 

противоположного элемента); 
5) (a + B) x = ax + Вх (первый закон дистрибутивности умножения); 
6) a (x + y) = ax -+ ay (BTOpol 3aKOH AMCTpHOYTHBHOCTH YMHOKeHHA); 
7) а (Вх) = (аВ) х (ассоциативность умножения); 
8) 1. х=х; 
9) если ах = Оих-2 0, то а = 0. 
Линейные многообразия. Непустое множество Ё1 элементов линейного множест- 

ва Г, называется линейным многообразием, если вместе с элементами ху, хо, ..., Хи МНО- 
жество содержит любую линейную комбинацию 

AX, + ApgX, + +++ +. Anky 

этих элементов, где а; @ С, i = 1, 2. 
Линейное многообразие Ё1 называется максимальным, если оно не совпадает со 

всем линейным множеством L и не содержится ни в каком другом линейном многообра- 
зии, кроме Е. 
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Ilyctb L — линейное множество и 14, 1.5, ..., [т — принадлежащие ему линейные 
многообразия. Если каждый элемент х С |. однозначно представим в виде 

т 

х=У м, “EL, i=1, m, (1) 
i=! 

то говорят, что линейное множество 1, есть прямая сумма линейных многообразий 

L; = 1, n): 
Е =1 ФЕ, ® -+.: ФЕ. (2) 

Выпуклые множества. Под отрезком, определяемым элементами х и у линейного 
множества [., понимается совокупность элементов вида ах -|-- (1 — а) и, ге0 < а< 
< 1. Множество $ Cc L называется выпуклым, если оно полностью Содержит отрезок, 
оздиняющий два любых его элемента. 

Для произвольного множества $ < Ё существует наименьшее выпуклое множе- 
ство $0. содержащее $, которое называется выпуклой оболочкой множества $. Выпук- 
лая оболочка $0 состоит из всевозможных элементов вида 

п 

х = Урархь, 
i=] 

n 

где op, > 0, У, а» = 1, хь С $, п — любое натуральное число. 
k=] 

_ Множество М называется метрическим ‚пространством, если каждой паре его 
элементов х, у поставлено в соответствие действительное число р (х, и) (расстояние 
между элементами х и и), удовлетворяющее условиям (аксиомам): 

1) р(х, У) >20, р(<х, у) =0>х= и; 
2) © (х, и) = (у, х) (аксиома симметрии); 

3) р (х, И <Зр(х, 2) р (2, у), “2СМ (неравенство треугольника). 

Если {х„} ЕМ, хС Мир (хи, Х) > Оприп - сю, то говорят, что {х„} ‘сходит. 
ся кх: 

lim x, =x (Xn > x). (3} 
Пс 

Линейное множество 1, называется линейным метрическим пространством, если 
на множестве 1, введена метрика, причем так, что алгебраические операции непре- 
рывны в метрике множества [,, т. е. 

1) Из того что хп -— х, Ил — и, следует 

Хи и > х-У. 

2) Если хи > х, On > а, то аихи > AX. 

Последовательность точек {хи} метрического пространства М называется финда- 
ментальной, если для любого & >> 0 найдется натуральное число М (=) такое, что 
0 (Xm, х) < в при т, [> М (6). Всякая сходящаяся последовательность фундамен- 
тальна, но обратное утверждение не имеет места. Например, если в метрическом про- 
странстве М, состоящем из рациональных чисел с метрикой р (х, y) = | x — у|, после- 
довательность {хин} сходится к некоторому иррациональному числу, то она будет 
фундаментальной в М, но в М не существует элемента, который бы явился ее пре- 
делом. 

Если в метрическом пространстве М каждая фундаментальная последовательность 
сходится к некоторому элементу того же пространства, то М называется полным про- 
странством. 

Линейное множество В называется нормированным пространством, если каждо- 
му элементу х С В поставлено в соответствие вещественное число || х | >> 0 (называе- 
мое нормой элемента х), удовлетворяющее аксиомам: 

I) |x] >0 ax] =0@x=0; 
2) let yll<el+llyl| (aepasencrso rpeyrompunxa); 
3) |ах | =“ |х| ч “ЕС (однородность нормы). 
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‚ Пусть Г, — линейное множество, состоящее из всевозможных п-мерных векто- 
фов х == (#1, &», ..., Ён). В Ёл можно ввести норму по формуле 

1 
Мо 2. 

[x = У, 1 (4) 
i=] 

Линейное множество Г.„ с такой нормой называется евклидовым пространством Ви. 
Теорема 1 (Каратеодори). Если рЕ Аби А — подмножество в Ry, TO 

k 
найдутся такие элементы ри, ро, ..., РСА, Е «пт--1, что р= У фир, р > 0, 

1 
k 
У м= Ьт.е.рС {ра р», ..., De}? 
i=! 

Последовательность {хи} элементов нормированного пространства В называется 
сходящейся к элементу хо, если 

[% — Хи |-> 0 при п - со. 

` Элемент х 6 В называется предельной точкой множества Т с: В, если всякая 
окрестность ху содержит бесконечно много элементов из множества Т. Для того чтобы 
элемент ху был предельной точкой множества Т, необходимо и достаточно, чтобы по- 
следовательность {х„} Е Т сходилась к С В. 

Множество Т С: В называется замкнутым, если все предельные точки Т принад- 
лежат Т. Замкнутое линейное многообразие линейного нормированного простран- 

ства называют линейным подпространством. Замкнутое множество Т состоит из точен 
трех типов: 1) изолированных точек множества Т; 2) предельных точек множества Т, 
принадлежащих Т; 3) предельных точек множества Т, не принадлежащих Т. 

Пусть Т: и Т. — два множества в метрическом пространстве М. Множество Ту 

называется плотным в То, если Т! > Т.. 
Метрические пространства, в которых имеется счетное всюду плотное множество, 

называют сепарабельными. 
Теорема 2. Всякое множество сепарабельного пространства само является сепа- 

‘рабельным пространством. 
Множество Т метрического пространства М называется компактным, если из 

любой бесконечной последовательности {х„! © Т можно выделить подпоследователь- 
ность, сходящуюся к некоторому элементу ХС М. 

Замкнутое множество Т метрического пространства М называется компактом. 
Теоргма 3. Если А — компакт в Ви, то А® — также компакт в Вл. 
Полное нормированное пространство называется банаховым пространством, 

или коротко, типа В. ow 
Пусть В — линейное множество над С.и пусть любым двум ее элементам хиу 

(в частности, может быть х = у) поставлено в соответствие число (х, у), обладающее 
следующими свойствами (аксиомы скалярного произведения): 

1) (x, y) = %); 

2) (ху, 2) = (х, ЭЦ, 2); 
3) (ах, у) =“ (х, у), VaEG 
4) (x, x) >20, причем (х, х) =0 > х=0. 

При выполнении условий 1) — 4) число (х, у) называется скалярным произведе- 
нием. - 

Из аксиом скалярного произведения вытекают следствия: 

(x, y+ 2) = (%, y) + (% д); 

  

_ (5) 
(х, By) = B (x, y). 

Неравенство Коши — Буняковского 

| (x, y) | «< У (х, x) ° V y). (6) 

368



‚ По скалярному произведению в В можно ввести норму 

|x] =V OG, x). (7) 
Гильбертовым пространством Н называется совокупность элементов х, у, ... 

произвольной природы, удовлетворяющая следующим условиям: 
”’ 1 Н— линейное множество над полем С; 

2) для всех х, и СН определено скалярное произведение (х, у), удовлетворяю- 
щее аксиомам 1)—4); 

‚ 3) пространство Н полно в смысле метрики 

| р(х, у) = [х—у[=У (и — у, х— У; 
4) пространство Н бесконечномерное, т. е. в нем для любого п можно найти п 

линейно-независимых элементов. 
Если выполнены первые три условия, пространство Н называется унитарным. 

Любое гильбертово пространство является банаховым. 
В гильбертовых пространствах вводится понятие ортогональности (|). Элемен- 

ты х, у СН называются ортогональными (х | и), если (х, у) = 0. 
Из свойств скалярного произведения вытекает, что 

1 01 х, УхЕН, 
2) хх > х=0, 

т 

3) если х [| и, У», ..., Ут, TO x1 >) уг, | (8) 
1—1 

4) если множество Т всюду плотно в Н ихЕН ортогонален каждому элементу 
из Т, то х =0. | 

Если 1, — подпространство пространства Н, то совокупность всех элементов, 
ортогональных к Ё, образует подпространство, которое называется ортогональным 
дополнением к {., Н =  ®Ф 

Если 1, — подпространство пространства H, To для всякого х Е Н существует 
единственное представление 

x=y-+42, 

rey CL, z_ | Ш, (у — проекция х на [.). Элемент у находится на наименьшем рас- 
стоянии от х по сравнению с другими элементами из (.. 

Для того чтобы линейное многообразие L было всюду плотно в пространстве Н, 
необходимо и достаточно, чтобы в Н не существовало элемента, отличного от нулево- 
го и ортогонального всем элементам множества ([.. 

2. Линейные операторы 

Пусть Еи М — два линейных нормированных пространства. Если каждому 
элементу х Е Ос: Е сопоставлен по определенному правилу элемент у = Ах СМ, 
то говорят, что на множестве О или в Е задан оператор А со значениями в М. Множе- 
ство О называется областью определения оператора А и обозначается О (А). Совокуп- 
ность всех элементов у вида у = Ах (х С О) называется областью значений опера- 
тора А и обозначается В (А). 

Оператор А называется линейным, если О (А) — линейное многообразие в Е 
и для любых х1, № СЮ (А), а1, а Е С 

А (%1х, -- 2х.) = &, AX, + A,AX,. (9) 

Оператор А называется непрерывным в точке х ЕЮ (А), если из | х„ — ж| - 
+> 0, х» ЕО (А) следует, что | Ах, — Аж | -> 0. 

Линейный оператор называется ограниченным, если 

| AxIm Sell + lle, (10) 
‘где c > 0 — некоторая постоянная, которая не зависит от выбора ХЕЕ; ||. Ime 

{| - |. — нормы соответственно в М иЕ. Наименьшее из чисел с, удов летворяющее 

условию (10), называется нормой оператора А и обозначается | А le+m° 
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Если М совпадает с Е, то норму оператора А обозначают | А |. 
Из определения следует, чго 

[АХ [м 
зир | Ах|м. (11) А = sup ———— = 

Ам ree ХЕ (x[jp=l 

Теорема 4. Для того чтобы линейный оператор, действующий из ЕвМ, был не- 
прерывным, необходимо и достаточно, чтобы он был ограниченным. 

Пусть {Ан} — последовательность ограниченных линейных операторов, дейст- 
вующих из линейного нормированного пространства Е в М. Последовательность {Ан} 
называется сходящейся по норме к линейному ограниченному оператору Ag: E > М, 
если 

tim || Ay — Алем = 0. 
Последовательность {А„} называется сильно сходящейся к оператору Аз, если 

lim || Age — AnX lip. m = 0 
nwo 

при любом ХЕ Е. 
Последовательность {Ан} называется слабосходящейся к оператору Аз, если при 

любом х С Е последовательность {Азх} слабо сходится к А) х, т. е. 

Нт Алх = Ах. У хЕЕ. 
nwo 

Из сходимости по норме следует сильная сходимость, из сильной — слабая. 
Теорема 5. Для того чтобы последовательность ограниченных линейных опера- 

торов {Ан}, отображающих пространство Е типа В в пространство М типа В, сильно 
сходилась к некоторому ограниченному линейному оператору, необходимо и доста- 
точно, чтобы: 

1) нормы операторов А„ были ограниченными в совокупности; 
2) на всех элементах х всюду плотного в Е множества Т последовательность 

{Ах} была бы сходящейся. 
Эта теорема имеет широкое применение в вопросах, связанных со сходимостью 

интерполяционных процессов, процессов механических квадратур и т. д. Необходи- 
мость первого условия называется теоремой Банаха — Штейнгаиза. 

Два оператора А и В называются равными, если области их определения совпада- 
ют и для всех хЕ О (А) = О (В) выполнено условие 

Ах = Вх. 

Если О (А) = В (А) = Е ( = 1, 2), то на множестве Е можно ввести понятие 
произведения операторов А: и А.: 

Для любых двух линейных ограниченных операторов А и В их произведение АВ — 
линейный ограниченный оператор: 

J ABI SU All BI 
Если (АВ) х = (ВА) хдля всех хСЕ, то Аи В называются коммутативными 

или перестановочными. | | 
Пусть О (А) == Е, К (4) =М, (Е, М — линейные нормированные пространства). 

Если каждому и С М соответствует только один хС Е, для которого Ах = у, то 

это соответствие можно рассматривать как оператор AW, определенный на М = 

— В (4) со значениями, заполняющими Е == О (А). Оператор А-! называется обрат- 
ным оператором к А. По определению 

A Ax = x (x€ E) u АА у = у (УСМ). 

Теорема 6. (С. Банаха). Если линейный ограниченный оператор А, отобра- 

жающий банахово пространство Е на банахово пространство М, имеет обратный A“, 

то оператор А! ограничен. 
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Из теоремы об обратном операторе вытекает, что из существования и единствен- 
ности решения уравнения 

Ах =у 

при всякой правой части из М следует непрерывная зависимость решения х = А 
от правой части. 

Теорема 7. Пусть А — линейный оператор, действующий из банахова простран- 
ства Е в банахово пространство М, 

р (А =Е, В(4)= 
Для того чтобы обратный оператор А! существовал и был ограниченным (D (A—!) = 

— М, В (АТ) = Е), необходимо и достаточно, чтобы существовала такая постоянная 
т > 0, что ¥xEE 

Ах м > т, | (12) 
при этом будет выполняться неравенство 

—1 1 
|| A I<—- 

Линейные функционалы. Если значениями оператора являются вещественные 
числа, то оператор называется функционалом. Аддитивный однородный функционал, 
определенный в некотором линейном пространстве [., называется линейным функцио- 
налом, т. е. линейный функционал удовлетворяет условиям: 

1) F(x-+ y) =F (x)-+ F(y) (аддитивность); 

2) F (ax) = aF (x) (однородность). 

-. Функционал Р, аддитивный и сопряженно-однородный, определенный в комплекс- 
ном линейном пространстве, называется сопряженно-линейным, т. е. он удовлетворя- 
ет условиям: 

1) Fx+y=FOo+Fy) 

2) F (ax) = aF (x). 

Так как множество В вещественных чисел есть пространство типа В, то для ли- 
нейных функционалов сохраняются все определения и теоремы, приведенные выше 
для линейных операторов. 

Совокупность элементов линейного множества Ё., для которых выполняется урав- 
нение Р (х) = С, называется гиперплоскостью. Очевидно, гиперплоскость — макси- 
мальное линейное многообразие. 

Если функционал Р (х) непрерывен на 1, то гиперплоскость Ёр = {х: Р (х) = 

= с} — замкнута. 
Теорема 8. Пусть Т — непустое выпуклое открытое множество в линейном нор- 

мированном. пространстве 1, и М — линейное многообразие, не пересекающееся с Т, 
т. е. Т [] М = ©. Тогда существует замкнутая гиперплоскость, содержащая М и не 
пересекающаяся с Т. 

Теорема 5 называется теоремой Хана — Банаха в геометрической форме. 
Пространство линейных ограниченных операторов в комплексном банаховом 

пространстве. Линейные ограниченные операторы в комплексном банаховом прост- 
ранстве Е, действующие в то же банахово пространство, сами образуют банахово про- 
‘странство В (Е) с банаховой алгеброй. Это означает, что они образуют полное норми- 
рованное пространство с нормой оператора | А || = зир | Ах |, хСЕ, удовлетворя- 

Их |= | 
ющей всем аксиомам нормы: 

1) | All > 0, если А =0, то | Ах] =0 для всех х, т.е. А=0; 

2) | ВА |= 

3) А+ ВТА | В] 
и, кроме того, | АВ] < [А] В|. 

         (13) 
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Для элементов В (Е) над полем комплексных чисел определено понятие сложения и 
умножения, причем выполняются следующие условия: 

1) (AB) D= A(BD); 

2) (BA) B = A (BB); 

3) A(BB-+ nD) = BAB -+ PAD; 
4) существует единица / € B (E) 

ГА = А! = А. 

Резольвентным множеством оператора АС В (Е) называется множество р (4) 

всех комплексных чисел А, для которых оператор (А — АГ)! существует и является 
ограниченным оператором. Дополнение множества р (А) до поля всех комплексных 
чисел называется спектром оператора А и обозначается $р (А). Оператор № (^, А) = 

= (A —Al)—!, rae AC p (A), называется резольвентой оператора А. 
Пусть В (Е) — пространство типа В, образованное линейными ограниченными 

операторами, действующими из комплексного банахова пространства Е в то же про- 
странство. Справедливы следующие теоремы. 

Теорема 9. Если пространство Е типа В содержит более одного элемента, то 
Sp (A) — ограниченное замкнутое множество, лежащее в замкнутом круге с центром 
в точке нуль и радиусом, равным | А ||. 

Теорема 10. Для всякого оператора А Е В (Е) существует предел 

(14) 

r(A) = lim YA", (15) 
foo 

называемый спектральным радиусом. Очевидно, г (А) < | А |. 
Теорема 11. Если | ^,| > г (А), то резольвента А (^, А) существует и записывает- 

ся рядом вида 

R(d, A) = (A— ANT = — SO ATM”, (16) 
n=0 

который сходится по норме операторов. 
Теорема 12. При А С В (Е) имеет место формула 

г (А) = su А. |. 17 (A) Sup 1A (17) 

Теорема 13. I]pu A € B (E) onepatopunit pay 

[+ А+ А... 

сходится, если г (А) < 1 и его сумма равна (1 — А)", и расходится mpu r (A) > 1. 
Теорема 14. Если АЕВ (Е и | А | < д< 1, то оператор Г — А имеет линей- 

ный обратный, причем 

17 — д |< а-9". (18) 
Теорема 15. Если А, А-\СВ (Е), то множество G элементов В (Е), имеющих в 

В (Е) обратные, содержит вместе с оператором А сферу радиуса 

JA—DI<JAa fr. 
Если оператор О лежит в этой сфере, то его обратный представим рядами: 

D"=A™ SJ} [((A—B) A)", | (19) 

ИЛИ = 

р = У [А (А ВИА". (20) 
n=0 

Если). Еби |Р, — А] -> Оприе -> 0, тои 
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Теорема 15 называется теоремой о возмущениях и является фундаментальной при 
обосновании многих вопросов вычислительной математики. 

Пусть в В задано уравнение 
Аи = }. (21) 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 16. Уравнение (21) имеет единственное решение Vi Е В тогда и только 

тогда, когда существует оператор РД, имеющий обратный po! ‚ обладающий таким 
свойством, что ряд 

co 

> Tg, 
k=0 

где Т = / — РА, сходится для любого & Е В. Решение уравнения (21) в этом случае 
дается формулой 

со 

u= >) T*Df. (22) 
k=0 

Линейные ограниченные операторы в вещественном гильбертовом пространстве. 
Пусть в вещественном гильбертовом пространстве Н задан линейный ограниченный 
оператор Аср (А) =Н. 

Будем называть оператор А положительно полуопределенным (неотрицательным), 
если 

(Ах, х) >20, УхЕН, (23). 

причем возможность равенства нулю скалярного произведения (Ах, х) допускается 
на элементе х, тождественно не равном нулю. Такие операторы обычно обозначают 
А > 0. 

Если равенство нулю исключается и (Ах, х) >> 0 для всех хЕ Н, кроме х = 0, 
то оператор называют положительным и обозначают А > 0. 

Если 

(Ах, х) > 7?|х У хЕН, (24) 
re y? > 0 — число, единое для всех хЕН, то оператор называют положительно 
определенным и обозначают А > %721. 

Если | 

(Ах, > — 6] хр, СН, (25) 
где 6? — положительное число, оператор А называют полуограниченным снизу и обо- 
значают А > —6?/. 

Говорят, что А > В, если А — В неотрицательный оператор, О (А) = О (В) = 
= Ни для всех хЕ it имеет место неравенство 

((A — В) х, х) > 0. (26) 

Пусть А и А* — линейные операторы, заданные на Н. 
Оператор А* называется сопряженным оператору А, если для всех х, уЕН 

выполнено равенство 
(Ах, и) = (х, А*у). (27) 

Линейный ограниченный оператор А называется самосопряженным, если для всех 
х, УЕН имеет место равенство 

(Ax, y) = (x, Ay), (28) 
т.е. А = А*. 

Если А — линейный ограниченный оператор, то сопряженный оператор А* так- 
же является линейным ограниченным и | А || = || A®* |. 

Для любого линейного оператора А с О (А) = Н операторы А*А и АД* — са- 
мосопряженные неотрицательные операторы. Заметим также, 4TO (A*) * = A, 

(A *)—! = (AT') *. 
Для нормы самосопряженного onepatopa A c D (A) =H umeet mecto формула 

| (Ax, x)| А| = —— 29 

и | ыы р ыыы Нах 91 ©) 

| All =r (A). 
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Для произвольного неотрицательного оператора A, заданного на Н. можно опре- 
делить число (Ах, х), которое называют энергией оператора А. 

Если А — положительный самосопряженный линейный оператор, то при помощи 
числа (Ах, y) = (x, y), можно на линейной системе О (А) СН ввести скалярное 

произведение (х, у) д и норму | х|л = У (Ах, х). Замыкание О (А) в смысле сходи- 

мости по норме |-|„ образует энергетическое гильбертово пространство Нд. 

Очевидно, для положительного самосопряженного оператора А в Н имеет место обоб- 
щенное неравенство Коши — Буняковского 

(Ах, у)? < (Ах, х) (Ау, у). (30) 

Если А — положительный самосопряженный оператор и А” существует, то 
можно ввести на линейном множестве В (А) Е Н скалярное произведение при помо- 
щи соотношений 

(x, y) 1 = (Ах, у) (31) 
м «негативную» норму i 

1 -—-. 

= (4х, 9 °. 

Замыкание В (А) в смысле сходимости по норме |.\ a-l образует гильбертово 

(32) 

пространство Н д—1 © негативной нормой ||. || at 

Теорема 17. Пусть А — положительно определенный ограниченный линейный 

оператор с О (4) =Н. Тогда существует ограниченный обратный оператор А" с 

р (4 =Н. 
Оператор В называется квадратным корнем из оператора А, если В? = А. 
Теорема 18. Если А = А* > 0, то существует единственный неотрицательный 

1 

самосопряженный квадратный корень из оператора А, обозначаемый через А 2, пе- 
рестановочный со всяким оператором, перестановочным с А. 

Оператор, перестановочный со своим сопряженным, называется нормальным 
оператором 

AA* = A*A. 

Оператор А называется унитарным, если АА* == Г. 
Оператор А называется кососимметрическим, если А* = —А. Любой оператор 

А можно представить в виде суммы самосопряженного и кососимметрического 

А= А A, Ay = AS = —— (A+ AY), A= — 49. 

Пусть В — линейный самосопряженный положительно определенный оператор, 
действующий из Н в Н. Будем говорить, что линейный оператор А : Н -> Н экви- 
валентен по спектру (энергетически эквивалентен) оператору В и записывать 

Bw~ А, 

если существуют числа уу, у», уз (у > у! > 0, уз > 0) такие, что для любого элемента 
хЕН справедливы неравенства 

и < (Aor, *) < yell 1% 

\(B'A,x, A) |<yalxie, ^ (34) 

(33) 

где 

1 | 1 
Ао = (At A‘), = (А А). 

Числа \, уз и уз называют оценками эквивалентности. Если А = А*, то, полагая 
что \уз = 0, получим следующие условия эквивалентности операторов по спектру 

1 (Вх, х) < (Ах, х) < 7, (Вх, х). (35) 
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Линейные операторы в конечном вещественном эвклидовом пространстве. Пусть 
А — линейный оператор, заданный в конечномерном линейном нормированном 

пространстве В, с нормой | х | = У (С, Х) и ортонормированными базисными век- 
торами (Фе) . Тогда каждому оператору А в пространстве В„ соответствует 

матрица (те размерности п Х п, причем 

(a;,), — = Ag, (k= 1, n) 
i=1,n 

и всякая матрица (аи определяет линейный оператор А. Самосопряженный 
1—1, 

оператор А в В; имеет п взаимно ортогональных собственных векторов Ффь ( = 1, п} 
и произвольный вектор х@ К„ можно разложить по этим собственным векторам 

n п 

х= Pe Ce=(% Ga), LP = >) oe 
k=1 k=1 

Если А и В самосопряженные (А = А*, В = В*) перестановочные (АВ = ВА}: 

операторы в Ки, то они имеют общую систему собственных векторов Фр (k = 1, п} 

и для собственных значений A), MP. в Соответственно операторов АВ и А -|- В 

имеют место равенства: 

А = ADAM, 2, в= А А (=Г, п), 

где ^®, ^, A, Л@ в — собственные значения номера А солтветственно операто- 

pos A, B, AB, A+B. — 
Для собственных значений самосопряженного неотрицательного линейного опе- 

ратора А (А = А* > 0) имеют место следующие соотношения: 

AWD (x, х) < (Ах, x) CAD (x, х), 

MY xl < | Ax] << AP |x | (36) 

>00, (k=Tn), AD CAM. 

В вещественном конечно-мерном пространстве К будем рассматривать скалярные: 
произведения и нормы вида 

п п п 

(ху = У жит, (x, y= Dd} hey [х, 9) = У Вх, 
{—=1 i=] i=0 

  

—— — — (37). 
IxI=V@&%» WeM=VG x [l= Vie, 9), 

| x ||, = max | x; | (кубическая норма или |х|..), 

п 

|x|, = У, | x; | (октаэдрическая норма), 
i=1 (38): 

_ n 

1х [в = V (x, x) = У, x? (сферическая норма, или евклидова длина 
i=! 

вектора). 

Векторным нормам |. |1, | - 1, || - [з соответствуют следующие подчиненные им мат- 
ричные нормы: 

п 

All, = max a. | lh 1<{<л 2 | ik |, 
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п 

ПАБ = мах >, [а |, (39) 
SRG j=] 

[Ав = max Va, 
l<ign 

сде MO. — собственное число матрицы АА’. 
Тензорное произведение матриц. —__ 

Пусть А = (а, ir и В = (т — две матрицы соответственно порядка Г i=l, 
nx mulXek. | 

Тензорным (иначе прямым или кронекеровским) произведением матриц А и В 
(А @® В) называется матрица порядка п/ Х тЁ вида 

а :В а›В ... a,,B 

дев — A,B аВ ... @тВ 

а В a,oB ..+ Qn, B 

И: определения следует, что 

(АО) ®В=А®В-- ОФВ, 

(A @ BY =A’ @B’, 
(А® В) (р ® С) = АБ ® BC, 

(Ae B)' =A! eB. 

Собственное число Адав И собственный вектор © матрицы А®В выражаются через 
собственные числа А д Ne и собственные векторы ф, ф соответственно матриц А и В, 

а именно: 

\A@B = hah, 

v= ® 1$. 

$ 2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 
И НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

1. Ортогональные многочлены непрерывного аргумента 

Общие свойства ортогональных многочленов непрерывного аргумента. Явное вы- 
ражение для многочленов Р/ (х), ортогональных с весом р (х), на интервале [а, 65] 
задается с помощью формулы 

    

Со Cy eee Cn 

Ci . Cy eee Cnt 

Ри (x) = An e eo e ° e e e e ° , (1) 

Cn—-1 Сп eee Con—1 

1 x... x" 
b 

Tle сп = | х”р (х) 4х — момент весовой функции, Аз — нормирующая постоянная. 

в 
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Любые три последовательных многочлена “H3 ортогонального семейства 

{Ри (<©)} „-освязаны трехчленным рекуррентным соотношением | 

  

k R к 
о Ра + [А tt py 

  

Аи Ап Rntintl 

ли № 
+ = - ° = Ри (х), (2) 

non Any 
b 

где he = \ p? (x) p (x) 4х — квадрат нормы многочлена Р„ (х), Е„_; „ — коэффициен- 

а 

ты при степенях х” " многочлена Ри (х): 
п 

Pr (x) = У Ех" =. 

  

  

i=0 
Нмеет место тождество Кристоффеля — Дарбу 

Рь (х Рь(у) _ 1 № Pro (*) Ри (у) — Pn (*) Pray (y) (3) 

О hy he, Ratt n+l ху 

следствием которого является соотношение 

с РЯ 1 k | k nn , , = —. [Р (x) P, (x) —P (x) P_ (x)]. 4 > ne ря Rn intl n+l п n+l n | (4) 

Любой многочлен степени т < п является линейной комбинацией многочленов 
Рь (х), Р: (х), ..., Рт (х) и, следовательно, ортогонален к Р) (х). Это приводит к сле- 
дующему утверждению о нулях ортогональных многочленов. | 

Теорема 1. Все нули Р„ (х) являются простыми и расположены строго внутри от- 
резка ортогональности [а, 5], между двумя последовательными нулями Р‚ {х) распо- 
ложен в точности один нуль Р„.| (х) и по крайней мере один нуль Ри (х), для которого 
тп. . 

В дальнейшем нули ортогональных многочленов Ри (х), как правило, будем обо- 
значать следующим образом: 

Tn > n> ot и, 
где верхний индекс Р показывает, к какой именно системе ортогональных многочле- 
нов относятся эти нули. 

_ _ Классические ортогональные многочлены. Среди всех систем ортогональных мно- 
гочленов особое место как по степени исследования, так и по широте использования 
занимают классические ортогональные многочлены. Классификация классических 
ортогональных многочленов приведена в следующей таблице: 

  

Классические ортогональные многочлены Интервал ортого- Весовая функция, о (х) 
нальности (а, 6) 

  

  

  
  

  

    

Лагранжа Ри (х) . | [—1, 1] I 

Гегенбауэра (или ультрасферические) 1 

Ct (x) | [—1, 1] (1—5) ° 

Якоби РВ (х) [-[,1 | (1 — x) (1 + x)® . 

Лагерра L? (x) _ [0, оэ) | | хбе * 

Эрмита Ни (х)_ (—с®, со) | | е—х? 
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_ Все эти многочлены обладают целым рядом общих свойств, наиболее важными 
из которых являются: 

1) многочлены {P, (x)} 79 OOpa3yloT OpTOroHabHyt0 CHcTeMy; 

2) Р„ (х) удовлетворяют дифференциальному уравнению вида 

б (х) у" -т (х) у’ му =0, _ 6) 
где о (х) HT (x) — многочлены не выше второй и первой степени соответственно, а 
Ап не зависит от х; 

3) имеет место обобщенная формула Родрига 

4) вес © (х) удовлетворяет дифференциальному уравнению Пирсона 

а 
= [o (x) p (x)] = T(x) p (x). (7) 

Здесь в зависимости от типа интервала ортогональности (а, 5) многочлен второй 
степени о (х) имеет вид 

(x — a) (6 — x), a, b + ©°, 

~~ Gy ' — ’ b= ’ 3 (x) = (x — a) ays —oo со (8) 

(6 —х), —=—- 00, ф = со, , 

1, —а=ь= оо. 

Основные характеристики классических ортогональных многочленов приведены 
в следующей таблице: 
  

  

   

    

  

      
    

  

  

  

  

  

  

  

  

Многочлены 

о P&B) (9, a,B>—1 LE a>—1! Hy, 9 
сновные 

терм — 
о (x) 1—2? | х | 1 

т (z) B—a—(a+6-+ 2)z | lta—z | — 2 

An nin+a+tp+1) | n | 2n 

n 1 
" Ви (— 1) — _ п\п 

2” nl nl Го 

и ete in taoty)n+p+) | Metaty |. — 
n nl Qn-+-atprhrnt+atp+l ni 2" Vx 

b Г(2п + a+ B+ 1) (—1)” h 

an 2"nAlT(n+-a+B+ 1) п! 2 

ми 2" (п— 1! Ге -- +В +0 "И       
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Классические ортогональные многочлены, как и многие другие специальные 
функции, являются решениями дифференциального уравнения гипергеометрическо- 
го типа 

б (2) у" т(2) у’ Лу =0, 

где о (2) ит (2) — произвольные многочлены не выше второй и первой степеней соот- 
ветственно, А — произвольное комплексное число. 

Уравнение гипергеометрического типа имеет следующий канонический вид: 

г (1 — 2) у" Е [у — (& ЕВ О 2 у’ — аВу =0, (9) 
вырожденное гипергеометрическое уравнение имеет вид. 

zy" + (y—2)y’—ay=0 (10) 
и, наконец, уравнение для функций Эрмита 

y” — 2zy’ + 2vy = 0. (11) 

Частными решениями уравнения (9) являются выражения: 

и =Р (а, В; 7; 2), уз =2 F(a—ytl, B—y+h2—y; 9, (12) 

monroe a3 She 
n=0 

Здесь (а)„ = а (а- 1)..Г(а-п—1), п= 1,2, ..., (а), = 0 — символ Пох- 
гаммера. 

_ Приведем конкретный вид формул для рассмотренных выше классических орто- 
гональных многочленов. 

‘x 

` Многочлены Якоби. Формула Родрига: 

2", |2| < 1 — гиперееометрический ряд. 

p(B) (x) = 5 (1 — x) (1 + х) В = [da — хоп (i + ХР". 

Рекуррентная формула: 

2(n-+ 1) пра В+ (On + a + B) POP (x) = 

= (2n-+ & + B+ 1) [n+ a+ B) (2a + a+ B+ 2) x+ a? — Br] PP) (xy — 
—2(n + a) (n+) (Qn-+a+f + 2) PP) (x), 

n=l], 2, 

Дифференциальное уравнение: 

(1 — x2) y” + [B —a—(a + B +2) x]y’ +n(nta+p+l)y=0. 
Многочлены Гегенбауэра, или ультрасферические многочлены. Связь с многочле- 

нами Якоби: 

ct (2%) n (* ~ > т >) в (® =———— P (x). 

  

1 п 

(+7), 
Формула Родрига: 

I п — + 
Chey (yt d—xy 2° ба", 

2" nl (с -- > 

п 

Рекуррентная формула: 

(a $1) Chg %) = 2 (0 + 0) С, (4) — и 2" — ПС, 9, n=0,1,2, ...3 
C_i — 0; Co — 1. , 
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Дифференциальное уравнение: 

(1 — x?) y” — (20+ 1) xy’ + n(n 4 2t)y =0. 
Многочлены Лежандра. Связь с другими ортогональными многочленами: 

1 

Ри (х) = C? (x) = p-% (x). 

Формула Родрига: 

1 

Pn) тт 
  1" 

Рекуррентная формула: 

(n + 1) Pati (x) = (2n + 1) xPp (x) — nP,,_, (x), п=0,1,...; 

P_, = 0; Ро — 1. 

Дифференциальное уравнение: 

(1 — x*) y” — 2Qxy’ +n(n+1)y =0. 

Многочлены Чебышева первого и второго рода. Многочлены, задаваемые фор- 
мулами 

1 (-=. ) ye (> =) 
Tn (x) = (En) P. (x), Un, (x) — (28,41) Ph (x), 

называются многочленами Чебышева первого и второго рода соответственно. Здесь 
1 

_ (8), 
En п! | 

Формула Родрига: ‹ 

1 

2 

  

  

. 
Tt T,(x) = (1) 1 Vi — x2 = [(1 — 2) “I, 

оп — *(), 
п 

+ п (— 1)" (an +1) (1—2) 2 d —— [(1 — x?) "т 2]. 

ma) и 2 и 
Рекуррентная формула одна и та же и для Т„ (х) и длЯ U,, (x): 

211 (Х) = 2х2и (х) — 2,1 (Х), 

гдег, (х) является либо T,, (x), 1H60 Uy, (x). 
Дифферснциальные уравнения: 

(1 — x?) y" — xy’ + n’y=0, y=Tp (x), 

(1 — x?) y” — dxy! + n(n+2)y=0, y=Up (x). 
Связь с тригонометрическими функциями 

Un (x) = 

sin (n + 1) 0 
Tp, (cos 8) = cosn8, Ир (cos 8) = an 

Многочлены Лагерра. Формула Родрига: 

  

  

х.—“ п 

ех d (е ха). Le (xy) = ‘ал



Рекуррентное соотношение: | 

(п 1) 1 ча (9) — (20 т а-+ 1—2) L% (x) + (n+ 0) Li (x) =0, п=0, 1, 

L_,=9; L=1. 

Дифференциальное уравнение: 

xy" + (a tl—xy'+ny=0. 
Многочлены Эрмита. Формула Родрига: 

n x? d” —x? 
Hy (x) = (- Пе т. (е^). 

Рекуррентное соотношение: 

На (x) — 2xH py (x) + 2nH,_, (x) =90, n=0,1, ...3. 

H_,=0; A,=1. 

Дифференциальное уравнение: 

y” — 2xy' + 2ny = 0. 

В заключении приведем две асимптотические формулы для нулей ультрасферических 
многочленов и многочленов Лагерра: 

Н —1 

и +1264 (2) +o}, in Vr 

2 

1 

2 —_ /5 a — 9a {x8 — +S 20)? +2+lla ? +0 a}, 
где x xii — нули многочлена Opmuta H, (x). OTH POpMy.IbI MOryT быть полезными в 

качестве начальных приближений в алгоритмах отыскания нулей классических 
ортогональных многочленов, зависящих от параметра. 

2. Ортогональные многочлены дискретного аргумента 

Если под скалярным произведением двух функций [ (х) и 5 (х) понимать выра- 
жение 

(К 8) = № р (*1) f (xi) g (%), | | (13) 

где р (х;) > 0 и суммирование производится по всем х;, которые удовлетворяют 
неравенству а < х; < Ь, то многочлены, ортогональные в смысле введенного выше 
скалярного произведения, будут называться ортогональными многочленами дискрет- 
ного аргумента. 

Чаще всего выбирают точки х; целыми (х; = i). Tak же, как и в непрерывном 
случае, среди всех классов ортогональных многочленов дискретного аргумента осо- 
бое место занимают классические ортогональные многочлены дискретного аргумента, 
которые обладают следующими свойствами: 

1) разностные производные Ар» (х) классических ортогональных многочленов 
дискретного аргумента’ ри (х) являются классическими ортогональными многочлена- 
ми дискретного аргумента; 

2) р» (х) удовлетворяют разностному уравнекию 

1 A [0 (x) p(x) Vpn (2)] + Ane (X)Pn (x) = 0, 4) . | 
0” (х | " ито | (15) 

б (х) ит (х) — многочлены не выше второй и первой степеней соответственно; 
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3) имеет место дискретный аналог формулы Родрига: 

У” [рп (х)], Pn (X) =p (x-+ 1) п t(x-+ R), (16)   Pn (x) = 

где A, — постоянная; 
4) вес р (х) удовлетворяет разностному аналогу уравнения Пирсона: 

A [o (x) p (x)] = (x) p (x). (17) 
Приведем типы классических ортогональных многочленов дискретного аргу- 

мента в виде такой таблицы: 

29 

  

  

  

    
  

  

      

(а, в) 0 (x) An Многочлен | Обозначение 

{0, N—1] l — Чебышева tn(x) 

(0, М] | p* gn— (Np e+a=ls p a>0 — | Кравчука | Kate 

{0, co) Pac 0<а<! | e—a Шарлье Cr (x; a) 

{0, co) ox Os , 0<с<1;:В<0 | can Маикснера | mn(x; B; c) 

[0, ео) И — В. Гана | рн (х; В, \, д) 
      

Дадим конкретизацию некоторых приведенных выше формул. 
Многочлены В. Гана. Аналог формулы Родрига: 

1 х! (5) х At | (B)x (¥) x 

С О 
Разностное уравнение: 

—_ P(y + x) P(N — x) 

А Е |+ 
Г ГМ ОЕ” И Ор) =0.. 

Многочлены Чебышева. Miorouness Чебышева дискретного аргумента являются 
частным случаем многочленов В. Гана: 

tn (x) = pal(xs 1; 1—N, 1 —N). 

Аналог формулы Родрига: 

won ((T9) 
Разностное уравнение: 

(x + 2) (x — N + 2) A*t, (x) + [2x —N +3—n(n-+ 1)] At, (x) —n (n+ 1) t, (x) =0. 

3. Некоторые специальные Функции 

Гамма-функция. Одним из способов определения гамма- функции может служить 
формула 

“ 1 2—1 

r= {ete tar = | (in) dt, Rez>O. (18) 

0 0 

382



Имеет место функциональное уравнение | 

Г (2-е и =гГ (2), (19) 

которое для г, совпадающего с натуральным числом п, приводит к формуле 

Г =м 

Справедливо соотношение 

гг =-—, (20) 
п (лг) 

из которого следует, что 

1 _ 

Числа и многочлены Бернулли. Числа Бернулли В» определяются равенством, 

ou oe, 2 | 
z(e* — 1) 1 Vy Ba |z| < 2a, 2) 

n=0 

а многочлены Бернулли В» (х) — равенством 

_ < г” 
2е*? (е? — 1)! = У, В» (9 —, |[2| < 2^. (22) 

n=0 

Из (21) и (22) в качестве следствия имеем: 

п 

Bn (x) = У, СВь (23) 
` О п 

и, в частности, - 

Bo (x) = 1, В. =x, B,(x) =P —x+—, ... (23”) 

Очевидно, 

Вл (0) = Ва. 

‘Имеют место формула дифференцирования 

B(x) =nB,_, (x) (24) 

и функциональное соотношение 

Ви (х + 1) — Вл (х) = nx", n=0,1,..., (25) 

из которого вытекает, что | 

By (1) = By (0) = Bn. (26) 

Из (24) и (25) следует: 

х--1 

x 

  

у 

| B, (t) dt = 
x 

Многочлены Бернулли удовлетворяют соотношению 

Ви (1 — х) = (—1)" Вл (©). 

Для чисел Бернулли справедливы рекуррентные формулы 

п1 

S cB, =0, n=2,3,..., Qi 
k=0 

383



из которых с учетом (23') и (26) следует: 

| 1 ] 1 1 

№ = В =— 5, №35, № = — 30, в = че, №=- 30, 
5 ‚ 691 7 3617 

B= 65’ Вы = — 5730 Ви =’ би = — BQ 
Имеет место следующая теорема. 
Теорема 2. Если функция на [а, 6] имеет непрерывную производную порядка 

у > 1, тогда при хЕ [а, 6] справедливо равенство 

b — . 

i) = |" f (6) dt + va i , (2="] ВВ — f° @) — 

[as (4-4) ву ar h=b—a, 

где В, (х) являются периодическими функциями с периодом 1, которые для х Е (—оо, 

со) определяются формулами 

В* (х) = Ви (х), xE[0, 1), В*(х+ 1 = В* (х), М ХЕ (— 6, од). 

Функции Бесселя. Цилиндрические функции и = 2, (2) порядка \ определяются 

как частные решения уравнения Бесселя 

2u" + 2’ + (2? — %2) и =0, (28) 

где г — комплексная переменная; у — параметр, который может принимать любые 
вещественные или комплексные значения. 

Уравнение (28) путем замены и (2) = ф (2) и (2) может быть приведено к уравне- 

нию гипергеометрического типа, например, приф (2) = е "72`_^ к уравнению 

гу" т (г) у’ Е 1 (2 + Пу=0, (29) 
где т (2) = 2iz+ 2v+ 1. 

Решения уравнения (28), представляющиеся в виде интегральных представлений 

    
             

  

  

(Пуассона) 

(2 | 

J, (2) = 2 fase 2 cos ztdt, Rev>——, 
Vary - ра 1 | 

(—-0—1 (2-v > +) 
9 e 

a it vy 1 —# > yea te — 1 о. ИВ xe { Ис и 4, = 1, 2; Веу> —-5°, 

называются функциями Бесселя первого рода и функциями Ханкеля соответственно. 
Связь между различными цилиндрическими функциями: 

Jy = [HY @ + HP @), 

Y, @ = 1 [H (2) — H® (2), 
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где У. (2) называются функциями Бесселя второго рода: 

с0$ лм. (2) — У, (2). 

У, (2) = sin mv , 

1 @ =(— 1)" Jn (2). 

Имеет место следующее разложение в ряд: 
v-+2k 

2 ©  (—1)* (=) 

Jy =)! RT (vtkR+d) 
k=0 

  

  

$ 3. ЭЛЕМЕНТЫ ДИСКРЕТНОГО АНАЛИЗА 

1. Разделенные разности и их свойства 

В самых различных вопросах вычислительной математики важную роль играют 
разделенные разности, являющиеся в некотором смысле обобщением понятия произ- 
водной. 

Возьмем некоторую функцию } (х), определенную на отрезке [а, 6], и совокун- 
ность точек (узлов) хе, №1, ..., Хи» (52 хь 152 ], % С [а, 6]. Разделенные разности 
первого порядка определяются равенством 

oy ©) — РО 
(хз xj) = yaa 

разделенные разности второго порядка — равенством 

f (xj; Xp) Ев Xj) 
Xp— Xi 
  Рив хр Xp) = 

Разности высших порядков определяются рекуррентно: 

(xis Xray sy ) Xiph eee Xi p) — FX Xia yrere Xi4 41) (1) 

SEED) Sip RE Xitp— XM 7 
Имеет место следующая лемма. 
Лемма 1. Разделенные разности А-го порядка являются симметричными функция- 

ми своих аргументов и для них справедлива формула 

i--k 
F (xj) Xi Xepqp ee GT XD = ДР Роб Хх > X48) ao ey’ 

Te w (x) = (x — x;) (x — X;4 4) ... (х — X;4,). 

Непосредственно из леммы вытекает ряд следствий: 
1. Разделенная разность — линейный оператор, т. е. 

(ар Е Mofo) (Mis Xppys e+ +s Kap) = 

= Of, (%i3 Хх :..; Х; р) + а (х;; Хх; ..:-; Хр). 

2. Если х; и Е связаны линейной зависимостью 

xj = at; + В, 1=0,1,..., м, 
TO 

1 
Г (хр Жи: .; X:4p) = Gr 8 (1; tay оз Ань, 

—В re g () = f (at +8); ==, 
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3. Разделенная разность А-го порядка от многочлена } (х) = х" является однород- 
ным многочленом относительно своих аргументов степени п — А; при Ё == п она рав“ 
на 1, при А >> п равна 0. 

Разделенные разности удобно располагать в виде такой таблицы: 

  

  

  

  

  

Xo [(хо) 

Xy f(*,) Ихо; х!) Кхо; хл; хз) 

Xp F(X») F(%15 X29) f(X15 X23 Хз) хо; Хи; Хз №3) 

хз Ихз) Их; хз) Их Хз 4) Их; хз Хз; X4) 

а Кха) Кхз; ха)         
На основании следствий 1,3 заключаем, что разделенные разности порядка п от 

многочлена п-й степени — постоянные, а разности порядка, больше п — равны 0. 
Приведенное замечание дает возможность обнаружить ошибки в таблицах мно- 

гочленов или близких к ним функций. 
$ Определим разделенные разности с кратными узлами с помощью следующей 
ормулы: 

(X15 My i My Хоу №0: Хо 62 Xp Xniwe 5 Xp) = 
“STi ed 

ЕЕ ра раз k,+1 pa3 Е | п раз 

= Tim Ра Xp te; 2.6.5 %, thes 1.6.5 Xp Xn +E ~~ eS Xn tnt), с (2) 
e&=—> 

тде для существования такого предела предполагается, что функция { (х) обладает 
п 

‘непрерывными производными до порядка т = У 8; включительно. Имеет место 

[=] 
следующее соотношение: 

. (3) Е (1; 1; :..; №1) = 
РТ | раз 

Разделенные разности с повторяющимися аргументами (кратными узлами) лю- 
бого порядка могут быть выражены через разности низших порядков, а именно: 

  

  

PX ee MS oot Xn aa 1225 Xn) = 

k,+1 раз kytl pa3 

1 
— хх. [Е (1; » 1) eee , » *y eee ; Хи, Хл, e - +3 Xn) — 

п *0- ky раз. k ntl pa3 

—f(Xy3 Xp 6S Ky ХХ + №)]. (4) 
aw ce ce ae wee >. — `, 

&--1 раз Rk, раз 

Формула ((4) играет ту же роль, что и формула (1). 

2. Конечные разности и их свойства 

Пусть для функции и == f (x), заданной на отрезке [а, 6], известны ее значения в 
равноотстоящих узлах, х; = ж -- МЕ [а,  (=0, 1, ..., п), которые мы обозна- 
чим через у; = }{х;). Разности у, {1 — И называют разностями первого порядка и для 
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них употребляются обозначения Ау; — разность вперед; УУ; 1 — назад; oy = 
1 

=y ‚ — центральная, т. е. 

1+ > 
Yin, YF Ayi = Уи: = dy 1° 

i+ 

Если обозначить через &® какой-либо из операторов А, у, 0, то разности: высших 
порядков образуются при помощи рекуррентной формулы 

@ "y= 0 (0 yi). 

Конечные разности удобно располагать в виде следующей таблицы (для опреде- 
ленности взяты разности вперед): 

На практике приходится контролировать вы- 
числительный процесс. Контроль очень просто Xx y Ay А?у | АЗу 
осуществляется при составлении таблицы разнос 
тей. Очевидно, 

  

  

  

vv ie Xo Yo 

Dy AY = Yn — Yo 21 Nu = BY — Ау, ..., 
t=0 

т.е. сумма чисел каждого столбца таблицы ко- м | И: Аи) | АЗ 

нечных разностей равна разности крайних чисел 
предыдущего столбца. Целесообразно поэтому 
ввести в дополнение к таблице еще две строки: Xo Yo Ay, | Ay, АЗу, 
строку Х, состоящую из сумм чисел в столбцах, 
и строку $, состоящую из разностей крайних чи- 

сел в столбцах. 

  

          Лемма 2. Разности вперед т-го порядка Хз | Ys Ay, 
выражаются через значения функции по формуле” 

т . 

Аи = У, (—- бут (5) 
j=0 

Аналогичные формулы имеют место для операторов A, 6. 
Лемма 3. При х; = х›-- # справедлива формула 

Yi | РЕ Хи +: 3 Xp) = ‘ | 6 (i X44 i-tk hi he (6) 

‚ На основании последней леммы можно заключить, что для конечных разностей. 
будут справедливы следствия |—3, имеющие место для разделенных разностей. 

3. Конечно-разностные уравнения 

Уравнение вида . 

y(x+k) +p ()y(e+R+ I+ +++ РФ у) =0 (7) 
называется однородным конечно-разностным уравнением А-го порядка; здесь х при- 
обретает значения 0, 1, 

Теорема 1. Если Ут (x) ‘(п = 1,2, ..., Е) — решение уравнения, причем опреде- 
литель 

y, (0) Yo(0) .„.. Yp(0) , 
О [и (0), ..., ик (0) = | 2 ee ee ee ww we we we ww oe LO, (8) 

Y, (R— 1) yg (R—1) «.- Yp(R—D): . 
то общее решение уравнения (7) имеет вид 

k 

y (x) = SD) CmYm (%), . (9) 
m=! 

где ст (m = 1,2, ..., К — произвольные постоянные. 
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Теорема 2. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

R 

SM a y(etke—-)=Q(X), m=! (10) 
i=0 

представляется в виде суммы его частного решения и* (х) и общего решения (9) од- 
нородного уравнения (7) 

y (x) = y* (x) + > СтУт (Х), 
т=1 . 

причем должно выполняться условие (8). 
Условия, при которых (8) не имеет места, заключены в следующей теореме. 
Теорема 3. Если функции им (х) (т = 1, 2.. Е) — линейно-зависимы, то 

ул (х) Yo © ... Up (x) 
О [и (©, woe, Up (x = ce et ew ew tw tw tt lt lt lt tt tl lt lt lt lt te = 0, 

и ЕП ЕЕ о... ИЕ 1 

чих = 0, 1,.... Если”же ут (Хх) (т = 1, 2,...., Е) — линейно-независимы, то определи- 
тель О [y, (x),-. „Ил, (х)] не может равняться нулю Wx = 0, l,. 

Если Ут (x) (т = 1, 2,...., Е) — линейно-независимые решения уравнения (7), 
коэффициенты которого определены и конечны для всякого целого х > Ои ре (х) = 0, 
ух > 0. то частное решение у* (х) неоднородного уравнения (10) может быть легко 
получено методом вариации постоянных и имеет вид 

  

y, i+ 1) Yo (t+ 1) ... Yp (i + 1) 

| mw tR—1) ее... ие |9 0. 
* (у) — из (х) Yo (x) ... Yp (x) 1 

и®-» Био, и, ..., +] an i=0 

Пусть коэффициенты уравнения (7) являются постоянными, T. e. py (x) = aj (i = 
= 1, 2,...., А), тогда система линейно-независимых решений Ут (x) (m = 1, 2,...., R) 
уравнения (7) строится в явном виде и, в зависимости от корней характеристического 
уравнения 

ра +... +a,=0, (12) 
они могут быть представлены следующим образом: 

а) случай различных корней, тогда 

Ym (x) = A, m==1,2,..., k, 

rie Ay, — KOpHH ypaBHeHua (12): 
6) случай кратных корней. Пусть для определенности Ау являются корнем урав- 

нения (12) кратности $, тогда группа линейно-независимых решений, соответствующих 
этому корню, будет иметь вид 

уг (х) = ГИ, j=1,2,..., 58. 

4. Некоторые разноетные формулы 

Основные тождества. Для любых двух функций и(х), о (х), заданных на произ- 
вольной равномерной сетке )», имеют место следующие формулы дифференцирования 
произведения: 

(и). = Us U1 + МО: = UE 04 + и =u uj + ujyv- ,— hu v- , 
x,6 хи Xst x,t x, 

(1) 
(их = ина Е И = Их Из Е = ИО ШО Aj Mg Pe 7 
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Из этих тождеств выводятся формулы суммирования по частям 

(U, Ux) = — (и, 9 имом — и, (2) 

(и, 9.) = — [Ux, v) + ИМУМ—1 — Шо. (3) 

Частным случаем формулы (2) является первая разностная формула Грина 

(u, (a0-)z) = — (4, av_] +a мо: y — аи. . (4) | 

Если поменять в (4) ии о местами, а затем вычесть полученное выражение из 
(4), то получим вторую разностную формулу Грина 

(м, (av-) х) — ((auz)x, v) = ay (uv. — и.) м — @ (и0х — ил )о. (5) 

Разностная функция Грина. Одним из способов решения конечно-разностных 
краевых задач вида 

Av = (av-)x — du = — f (x), О<«х=й< | | (6) 

о (0) =о(1) =0, азс, >0, 420 

является использование разностной функции Грина. 
Функция С (х, &), x= x, = th, E = & = 1 называется разностной функцией 

Грина для задачи (6), если она удовлетворяет условиям: 

5 . 

AG (x, p= — AS x, ЕСО; 

G(0, §)=G(1, &) = 0, EM, 
гдед (х, Е) — символ Кронекера. 

Если функция, удовлетворяющая условиям (7), найдена, то решить краевую за- 
дачу (6) можно при помощи формулы 

о (х) = (G (x, &), f ())- _ 8) 
Пусть @ (х) = a (x, h) w B (x) = B (x, A) — решения следующих конечно-разност- 

ных задач Коши: 

Aa =(аа.-), — 4% = 0, хЕЧ,, а (0) =0, yk = 1; 

(7) 

©) 

  

    

AB= (aB-), —dB=0, x€Q%, В(0=0, —алВ.=1, 
тогда для функции С (х, &) имеет место представление 

a (| x, Ef) B (x, §)) G(x, 8) = п) _ (0) 
где 

= РЕМИ пах, вне пи, 9. 

(11) 
Простейшая задача ча собственные значения. Рассмотрим задачу нахождения се- 

точных функцийо (х) = 0 и чисел А, которые удовлетворяют уравнению 

| Av + dv = — (Av); + oj = 02, , м =0, 

  

i=1,2...,N—1, AN=l, H=oy =0. (12) 

Решением задачи (12) являются собственные функции | 

oe i) = У sin a k=1,2,...,N—1, (13) 
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совпадающие со следами на сетке первых № — 1 собственных функций дифферен- 
циальной задачи 

  

w” (x) + Au(x)=0, x€0,), v0) =u() =0. (14) 
Собственными значениями задачи (12) являются выражения 

в _ 4 го ПАЙ ИИ _ 
Ap = Fe Sin 57, k=1,2,...,N—1, (15) 

которые уже не совпадают с первыми № — 1 собственными значениями задачи (14) 

2 
m= (22), k=1,2,... (16) 

Функции о (х) образуют ортонормальную систему: 
(ov), y()) — бт. 

Первые разностные производные от собственных функций, имеющие вид 

  

ont _ 
(0 (9) = и Fos AEE OH) (17) 

ортогональны в смысле скалярного произведения (-, -] 4, Kpome Toro, 

Е h 0] |? = Ay. 

Для собственных значений (15) справедливы следующие оценки: 

8 4 <M << ... < <= при №М>2. (18) 

$ 4. МЕТОД ПРОГОНКИ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной 
матрицей 

— сах! Вх. = | 

AjX;_) — аж - | = fi (i= 2, n —1). (1) 

Чт — бий = In 

Если ввести матричные операторы сдвига 

IF (xi) = (tj), IT (mi) = 2p), (2) 
то систему уравнений (1) можно записать в виде 

(DI- —C + BI*t)X =F, (3) 

где р, С, В — диагональные матрицы соответственно с элементами 

а, с, 6b; F= (1) Х = (%)_г-. 

Будем искать решение системы (3) в виде 

| I~X = MX -+ W, © (4) 

где М = (т!) — диагональная матрица, \ = (wi). _— — вектор-столбец. Умно- 

жим соотношение (4) на диагональную матрицу Д и вычтем из уравнения (2) 

(— C + DM) X = — BITX—DW-+F, (6) 

X =—(DM—C)" BITX + (DM—C)™" (F—DW). | 
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Последнее уравнение по форме совпадает с (7). Для того чтобы оно было сов- 
местно с задачей (3), необходимо, чтобы выполнялись почленные равенства: 

НМ = ©— РМ) в; ГНУ = (ФМ ©-1 (Е— БУ). (6) 
Записывая (4) и (6) в координатной форме, получим следующие рекуррентные соот- 
ношения для прогоночных коэффициентов: 

_ by очи _ fi — dja; об 
M4) = cp dim; (=2, п 1), Ш: = dim; — G (i= 2, n), я 

by __ Л. 
Mo — Cy , Wo — Cy ’ 

mee —_ _ © 
хи = Пим и . (=A, 2). 

По формулам (7) осуществляется прямая прогонка и находятся значения ту, и) 

(i = 2, п), а по формулам (8) находят х;. Формулы (7), (8) называют формулами 
правой прогонки, так как х; находятся последовательно, начиная с х„. Аналогично 
можно построить формулы левой прогонки (см. (8')). 

Схема метода прогонки очень проста и экономична; для решения системы поряд- 
кап Х птребует О (п) арифметических операций. 

Очевидно, прогоночные формулы (8) будут обладать устойчивым счетом, если 
|r [|< 1. Yenopua 

b, 
9 

Cy 

dn 

Сп 
aq>0,54>0,q¢>pd;+h (¢=2,n—1); <! 

      
обеспечивают устойчивость прогоночных формул (8). 

Схема матричной прогонки. Если в системе (1) 4, с;, 6; — считать блочными 
матрицами порядка А; Х А;, ай — блочным вектором порядка А ЖЕ;, то можно по- 
строить аналогично формулам (7), (8) формулы матричной прогонки [24]. Запишем 
формулы левой матричной прогонки 

Pry = Cn Am Pip = (а — 64)" 4 (=п—1, 2), 

ия = (ре) (fr — Ori) G=n—T, 1), (8) 

Ж = У»  Х41 = Р-Н И (i = 2, n— 1). 

Syecb mpesnouaraetca, ITO 6IOUHbIe MATPULUB! (6;p; — с)! (i = 1, п) — невырожденные. 
Отметим, что к решению систем вида (1) приводят многие задачи, возникающие 

при аппроксимации краевых задач математической физики разностными методами. 
Схема циклической прогонки. Метод прогонки может быть применен для решения 

систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей и отлич- 
ными от нуля элементами в верхнем правом и нижнем левом углах матрицы, т. е. 
для систем вида 

AX = F, (9) 

где 

—q 4 0.......... 0 d, 

dg —C, bp О0......0 0 
А= о 4 < b,...0 O |]. (10) 

by Or... cc ee wees 0 dy —Cy 

Запишем систему (9), (10) в виде 

A,X"! + wy, — Fol 

(11) 
(©"—1, x") —CnXn=/n 
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rye 

—C, ob O ....... 0 | 

4 —с в и... .. 0 | 

о... (12) 
о......... а — Си 

и" = (а, 0...0 6); = 0...0 dy)’; 
Е. . п. 

Е = (fi) ; x = (0%) т 
t=1,n—1 

— решения задач   Пусть векторы 2”! = (20 m4 и У 1 = (Yi), 

A,2" | =F", A, Yb =—u", ‚ (3) 

Решение уравнения (13) будем искать в виде 

xr! — gn—l +- x,Y"!. (14) 

Подставим (14) в (11} и найдем: 

п 

о fn Ont — rt as) 
(v"—!, y"—!) — Сп AnYn—1 + On¥1 — Cn 

    Xn = 

Для решения задачи (13) могут быть применены прогоночные формулы вида (7), 
(8). Тогда алгоритм циклической прогонки будет иметь вид 

_ 1 _ Я _ @. 
о — ® Шо —= Cy 9 у — <’ 

fi — ам (18) 
т. = ——_—— wm. = 

о али? ПИ dim а’ 

ЧЕ 
НЫ ор mid; * 

Zn = Wn, Yn=Vat Mn 

2—1 = та ри, у = Mivi + V1 (i=n, 2); 

t= 2, n—1; 

fn — Opty — @и2„ | 

AnYn—1 + Onti — Cn 

Количество операций в методе циклической прогонки будет иметь порядок О (п). 
Условия 4 > 0, В; > 0, с: > а -- В обеспечивают устойчивость прогоночных фор- 
мул (16). | 

К решению систем вида (9) приводят разностные линейные задачи с периодиче- 
скими решениями. | 

  хп = » = A+ Xn ((=n—1, 1).
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Принятые условные обозначения 

В, В, В., ... — пространства типа Банаха 

Н — гильбертово пространство 

ci (2) — множество функций с непре- 

рывными производными порядка 

[ по пространственным перемен- 

ным и порядка Е по времен- 

ной переменной 

15 (0) — пространство Соболева 
А* — оператор, сопряженный опера- 

тору А 

Ас = > (A -+ A*) — симметрическая составляющая 

оператора 
] 

Ay = > (A — 4*) — кососимметрическая составляю- 

щая оператора А 

Sp A — спектр оператора A 
1 . 

г (А) = т | А” |" — спектральный радиус линейно- 
по го ограниченного оператора 

А> 0 — положительный оператор 

А> 0 — неотрицательный оператор 

А > 121 — положительно определенный опе- 
ратор, \? — число 

— 

А = (a, — матрицы порядка п Х т 

А’ = Руж — матрица, транспонированная к 
{= 

матрице А 

|и| — норма элемента и ЕН 

QO, = {x; = ih, h>0, i=, n—TI} — равномерная сетка на интерва- 

ле (0, а) 

и; = и(х) — функция, заданная на ©, 

Urs) —u 
Uy = Uy = — правая разностная производная 
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u- =U. _ = ——_—_——— — левая разностная производная 

центральная разностная произ- 

водная 

— вторая разностная производная   Ли — Н -— — 

хх . h2 

в точке 

О, == {2 6 (0, а), ж=х_ Е, 1=1, п— 1} — неравномерная сетка на интер- 

вале (0, а) 

й] = х— х;_1 — Шаг сетки Q, 
и — и i+-] 1 

un, =u, Е 

— правая разностная производная 
1 . 

hi = — (hi +A, 
2 This) на неравномерной сетке 

Q.= (= jt, T>0, п=0, 1,2, ...} — временная сетка 

uo = oult! 4+ (1 — в) и/, с — числовой параметр 
п 

(и, ч) = У ujojh 

=) — скалярные произведения 

(u, v] = >) ujojh 
i=! 

[[ul=V a, и) 

|] [= (м, a] — нормы 

[ик = тах [и (х))| 
ХЕ) 

(3 — пустое множество 

=} — тогда и только тогда 

ух — для всех х 

= — существует такое 

—- — следует



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Абсциссы квадратурной формулы 14 

Аксиомы скалярного произведения 368 

Алгоритм Ремеза 74 — 
Аппроксимация граничного условия 156 

— — — зависящего 

159 

— — — первого рода 156 

— оператора 133 

— разностная 131, 140 

— разностной схемы 175 

— суммарная 222 

от производных 

Априорная оценка разностной схемы 

132 

Вариационные методы 121 

Веса квадратурной формулы 13 

Выпуклая оболочка множества 367 

Гамма-функция 382 

Гипергеометрический ряд 379 

Гиперплоскость 371 

Грина вторая разностная формула 389 

— первая разностная формула 389 

— разностная функция 389 

Допустимая перестановка 30 

Задача Коши для обыкновенных диф- 
ференциальных уравнений 253 

— краевая для обыкновенных диффе- 

ренциальных уравнений 235 

— приближения функций 7 

— теории интерполирования 5 

— численного дифференцирования 14 

— -— интегрирования 13 
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Интерполирующая функция 34 

Интерполяционная схема Эйткена 27 

Интерполяционные сплайн-функции 79 

Интерполяционный многочлен Бесселя 

30 

— — Джексона 44 

— — Лагранжа 27 

— — Стирлинга 31 

— — Эрмита 27 

Итерационная схема 297 
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обратного оператора 352 

— — простейшая 312 

— — чебышевская трехчленная 346 

— — — циклическая 314 

Итерационные методы решения линей- 

ных операторных уравнений второго 

рода 302 

— — — — первого рода 300 

— — — нелинейных операторных урав- 

нений 296, 353 

Квадратный корень из оператора 374 

Квадратурная формула Чебышева 92, 
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Квадратурные формулы 

типа 42, 86 

— — иНтерполяционного типа 14 

— — наивысшей алгебраической сте- 
пени точности 90 

— — наилучшей степени точности 14 

— — с наилучшей оценкой на классе 

функций 13 

Классические ортогональные многочле- 

ны 377 | 

Компакт 368 

Конечно-разностные уравнения 387 

Конечные разности 386 

Константа Лебега 42 
Координатная система 118 

Корректность — операторно-разностной 

схемы 207 

Краевая задача первая 165, 169, 170, 

176, 183 

— — с условиями периодичности 239 

— — третья 161 

Лемма Бернштейна 26 

Линейное многообразие 366 

— — максимальное 366 

Линейное подпространство 368 

Матрица жесткости 194 . 

Метод Адамса интерполяционный 280 

— — экстраполяционный 279 
— аналитической замены 16 

— Бубнова — Галеркина 119 

— вариационный построения разност- 

ных схем 190 

— дополнительных функций 288 

— интегральных соотношений 250 

— интегро-интерполяционный построе- 
ния разностных схем 185 

— конечных элементов (МКЭ) 192 

— линеаризации 293 
— минимальных невязок 339 

— минимизации 362 

— многошаговый решения задачи Ко- 

ши 275, 28] 

— моментов 

119 

— наименьших квадратов 63, 119 

(Галеркина — Петрова) 

замкнутого’ — наискорейшего. спуска 336 

— неопределенных коэффициентов 154 

— одношаговый решения задачи Коши 

255 

— ортогонализации 290 | 

— последовательных приближений 296 
— прогонки 390 

— продолжения решения по параметру 

295, 359 

— простых итераций 305 

— прямых 243 

— разложения решения в ряд Тейло- 

ра 254 

— расщепления оператора 318 

— редукции к задачам Коши 287 
— Ритца 128 

— Рунге — Кутта 255 

— смещений 312 

— сопряженных уравнений 291 

— спуска по направлениям 364 

— стрельбы 288 
— суммарных представлений 233 

— ускорения сходимости итерацион- 

ных процессов 309 

— Фурье исследования 

разностных схем 227 

— Эйлера решения задачи Коши 957 

устойчивости 

Минимизирующая 

122 

Многочлен наименее отклоняющийся от 

нуля 37 

последовательность 

— обобщенный 6 

— — интерполяционный 6 

Многочлены Бернулли 383 

— Лагерра 380 

— Лежандра 380 

— ультрасферические (I егенбауэра) 

380 

— Чебышева первого и второго рода 

380 - | 

— Эрмита 381 

— Якоби 380 

Множество выпуклое 367 

— компактное 368 

Наилучшее приближение 73 

Направление антиградиента функцио- 

401,



нала 334 

Необходимые и достаточные условия 
устойчивости — операторно-разностных 
схем 209, 211 

Неравенство Бесселя 56. 
Неравенство Коши — Буняковского 348 

Норма кубическая 375 © 

— негативная 373 

— октаэдрическая 375 

— оператора 369 

— подчиненная матричная 375 

— сферическая 375 

— энергетическая 129 

Область значения оператора 369 

— определения оператора 369 

Обобщенная теорема Чебышева 68 

— формула Родрига 377 

Обратное интерполирование 46 

Общий вид остаточного члена интерпо- 
ляционной формулы 34 

Оператор бигармонический 151 

— кососимметрический 374 

— Лапласа 150 

— нормальный 374 

— обратный 370 

—- ограниченный линейный 369 

— положительно определенный 

373 | 

— — полуопределенный 373 

— положительный 373 

— полуограниченный снизу 373 

— расщепляющийся 179 

— регуляризатор 220 

— самосопряженный 373 

— сопряженный 373 

— унитарный 374 

— факторизованный 179 

— эквивалентный по спектру 374 

Операторно-разностные схемы 205 

163, 

Операторы энергетически эквивалент- 

ные 313, 309 

Оптимальная квадратурная формула 

на классе 111 

Остаточный член формулы интерполя- 

ционной 7 

— — — квадратурной 13 
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— — — наивысшей 

степени точности 107 

— — — правила трех восьмых 106 

— — — Симпсона 106 

— — — средних прямоугольников 105 

алгебраической 

— — —_ трапеций 106 

— — — Эйлера 107 

Оценка быстроты сходимости двухсто- 

роннего итерационного процесса 351 

— — — двухшагового итерационного 

процесса 346, 349 

— — — итерационных процессов ме- 

`тода расщеплений 323, 330, 331 
— — — метода минимальных невязок 

339 

— — — — наискорейшего спуска 337 

— — — — Ньютона 356, 359 

— — — — смещений 312 

— — — модифицированного 

Ньютона 358 

— — — простейшего 

процесса 312 

— — — чебышевского — циклического 

итерационного процесса 312 

— погрешности многошаговых MeTO- 

дов 282 

— — одношаговых методов 273 

метода 

итерационного 

Параметры итерационные 303, 315, 317, 

325 

Периодическая система Чебышева 23 

Плотное множество 368" 

Погрешность аппроксимации разност- 

ной схемы 131 

— численного дифференцирования 15 

Порядок погрешности аппроксимации 

разностной схемы решения операторно- 

го уравнения 133 

Построение эмпирических формул 62 
Правило трех восьмых 69 

Предельная точка множества 368 

Предельно плотная последовательность 

пространств 119 

Принцип максимума 197 

— регуляризации построения 

ционных процессов 332 

— — — разностных схем 219 

итера-



— сжатых отображений 297 

Проекционный метод 117 

Простейшая задача на собственные 

значения 389 | 

Пространство банахово 368 

— гильбертово 369 

— линейное 367 

— метрическое 367 

— нормированное 367 

— полное 367 

— сепарабельное 368 

— унитарное 369 

— эвклидово 368 

Прямые методы решения разностных 

уравнений 232 

Равенство Парсеваля 57 

Равномерно сходящийся 

ционный процесс 42 

Равные операторы 370 

Разделенные разности 335 

Разностная производная левая 148 

интерполя- 

— — правая 148 

— — смешанная 150 

— — центральная 148 

— схема 131 

— — абсолютно устойчивая 208 

— — аддитивная 222 

— — безусловно устойчивая 175 
— — бигармонического уравнения 169 

— — консервативная 185 

— — корректная 207 

— — многомерного уравнения тепло- 

проводности 176 

— — неявная 171 

— — однородная 170 
— — повышенной точности для урав- 
нения колебаний 183 

— — — — Пуассона 167 

— — полностью консервативная 188 

— — производящая 179, 180, 184 

— — б-устойчивая 209 
— — «ромб» 175 

— — Саульева 175 

— — с весами 171 
— — сильно устойчивая 209 

— — сквозного счета 185 

— — уравнения колебаний 183 
— — — Пуассона 165 

— — — теплопроводности 170 

.— — условно устойчивая 208 

— — устойчивая 207 

— — явная 171 

Резольвента оператора 372 

Резольвентное множество 

372 

оператора 

Сглаживание результатов наблюдения 

61 

— сплайн-функциями 83 

Сетка изометрическая 136 

— неравномерная 135, 136 

— равномерная на отрезке 135 

— — на плоскости 135 

`_— связная 198 

— треугольная 136 

Сильно сходящаяся последовательность 

операторов 370 

Система нормальных уравнений 64 

— Чебышева 6 

Слабо сходящаяся последовательность. 

операторов 370 

Спектр оператора 372 

Спектральный радиус 372 

Схема матричной прогонки 391 

— циклической прогонки 391 
Сходимость итерационных 

306, 313, 316, 329 

— метода Ньютона 355 

— — расщеплений с несамосопряжен- 

ным оператором 331 

— — — с самосопряженным операто- 

ром 331 

— разностной схемы 132 

процессов 

Сходимость общего квадратурного про- 

цесса 114 

Сходящаяся по норме последователь- 

ность операторов 370 

— последовательность 368 

Сходящийся интерполяционный процесс 

42 | 

Таблица коэффициентов Лагранжа 27 

403



Тензорное произведение матриц 376 

Теорема Банаха 370 

— Банаха — Штейнгауза 370 
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— о возмущениях 382 

— сравнения 199 

— Хаара 11 | 
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Трипод 20 

Узлы квадратурной формулы 13 

Уравнение Бесселя 384 

— вырожденное 

379 

— гипергеометрического типа 379 

— для функций Эрмита 379 
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— арифметических операций итераци- 

онных методов 298, 312, 316, 326, 330, 

359 

Элемент наилучшего приближения 8 
Энергетическое скалярное произведение 
129 

Ядро Фейера 44
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